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AVANT-PROPOS. 



I/idée de constituer en corps de doctrine la Physique mathéma- 
tique est due à Poisson, qui comptait publier un Traité complet sur ce 
sujet. Mais il n'a pu faire paraître que deux volumes de son Ouvrage, 
se rapportant respectivement à la capillarité (i83i) et à la théorie de 
la chaleur (i835). La mort est venue le surprendre en i84o, avant 
qu'il ait pu coordonner ses nombreux travaux sur les autres branches 
de la Science à laquelle il venait de donner un nom, et notamment sur 
le magnétisme. 

La Physique mathématique, telle qu'on l'entend actuellement, doit, 
il nous semble, être considérée comme ayant pour point de départ la 
théorie de la capillarité, que Tjaplace a substituée à la théorie très con- 
testable de Clairaut, laquelle est à peu près tombée dans l'oubli. 

Un peu plus tard (i 807-1 822), Fourier est venu donner à la Phy- 
sique mathématique un appoint considérable, en créant sa théorie ana- 
lytique de la chaleur, qui a eu d'ailleurs pour conséquence de faire 
faire un immense progrès à l'analyse des équations différentielles par- 
tielles. 

En 1824, Sadi Carnot jette les bases de la thermodynamique. 

De 18 19 à 1827, Fresnel crée la théorie actuelle de la lumière. 

De 1820 à 1827, Ampère crée l'électrodynamique. 

En 1827, Navier donne les équations fondamentales de la théorie 
de l'élasticité, théorie qui a reçu depuis tant de développements de la 
part de Cauchy, Lamé et de M. de Saint-Venant. 



VI AVANT-PROPOS. 

Les géomètres français ont, comme on le voit, joué un rôle capital 
dans la création de la Physique mathématique. 

Mais, depuis un certain nombre d'années, nos jeunes analystes, à 
quelques exceptions près, ont tourné leurs vues dans une autre direc- 
tion, tandisqueles savants allemands (Clebsch, Riemann, Clausius,etc.) 
et anglais (G. Green, W. Thomson, J. Thomson, etc.) s'emparaient 
de la Physique mathématique, à laquelle ils ajoutaient de nombreux 
et remarquables Chapitres. 

C'est avec regret que j'ai constaté cet abandon, et c'est ce qui m'a 
décidé, en vue d'attirer l'attention de nos jeunes géomètres, à publier 
quelques Mémoires, sur le sujet dont il s'agit, dans le Journal de 
Mathématiques pures et appliquées. Par la force des choses, j'ai été 
conduit à relier entre eux ces Mémoires, en les complétant de ma- 
nière à en former un volume. 

J'ai cnj devoir me dispenser de reproduire la thermodynamique, qui 
est entrée dans l'enseignement ordinaire, et la théorie de la lumière, 
qui, par l'extension qu'elle a prise, est devenue un Chapitre à part de 
Physique mathématique. 
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1. Élève de la première division de TÉcole Polytechnique en 1849, 
les leçons de Physique de Bravais avaient déterminé en moi une véri- 
table passion pour la théorie de TÉlectrodynamique. C'est ainsi que 
j'ai été conduit à chercher s'il ne serait pas possible d'apporter 
quelques simplifications dans les calculs assez longs et pénibles d'Am- 
père, l'illustre fondateur de cette théorie, développée plus tard par 
plusieurs savants, parmi lesquels Savary et Demonferrand figurent en 
première ligne. Mes recherches ont abouti dans certaines limites et 
font l'objet de cette Note ; elles ont été adoptées en partie par Bravais 
dans son cours de i85o, puis publiées plus tard, ou plutôt enterrées, 
par extrait, dans les Mémoires de la Société d'émulation du Doubs ( 1 854 ) . 
J'ose espérer que celte exhumation sera accueillie avec faveur par 
quelques-uns de nos lecteurs. J'ai apporté d'ailleurs, dans cette nou- 
velle rédaction, de notables perfectionnements. 

2. Premiers faits sur lesquels s'appuie l'hypothèse d'Ampère. — L'ex- 
périence nous apprend que : 

I® L'action d'un courant rectiligne peut, en toute circonstance, 
être substituée à celle d'un courant sinueux dont la forme en diffère 
très peu et dont l'intensité est la même. 

2** L'attraction ou la répulsion mutuelle de deux courants agissant 

I 
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l'un sur l'autre se transforme, par un changement de sens dans l'un 
d'eux, en répulsion ou en attraction. 

3** Deux courants rectilignes parallèles s'attirent ou se repoussent 
selon qu'ils sont de même sens ou de sens contraires. 

3. Conséquence. — 11 résulte du premier de ces faits que, si l'on 
considère un courant de forme quelconque comme étant composé d'élé- 
ments rectilignes, on peut substituer à chacun de ces éléments un ensemble 
de courants de même intensité ^ et dont il est la somme géométrique. 

On voit, d'après ce principe, que l'on arrivera à déterminer l'action 
réciproque de deux courants de forme quelconque lorsque l'on con- 
naîtra la loi suivant laquelle s'exerce l'action mutuelle de deux élé- 
ments de courant. 

Pour arriver à la connaissance de cette loi élémentaire, nous admet- 
trons que l'action ci-dessus s'exerce suii^ant la droite qui Joint les extré- 
mités des deux éléments par lesquelles les courants arrivent ( * ). 

Du second des faits ci-dessus énoncés on déduit qu'w/i élément de 
courant ab n'exerce aucune action sur un autre élément de courant a!b* 
situé dans un plan mené normalement à l'extrémité a du premier, par 
laquelle arrive le courant. En effet, si, par exemple, il y avait ime attrac- 
tion dirigée suivant aa\ en faisant subir au plan aa'b\ entraînant avec 
lui a'b\ une demi-révolution autour de ab, l'action mutuelle resterait 
toujours une attraction, tandis que l'élément a'b' prendrait, par rapport 
à ai, une position inverse de celle qu'il avait d'abord : or, d'après l'ob- 
servation, l'attraction devrait se transformer en répulsion, ce qui est 
absiu*de. 

4. Action mutuelle de deux éléments de courants, — Soient {fig, i) 

ab = dsy a'b' ^ ds' deux éléments de courants dont les intensités res- 
pectives sont i et i' ; 

r= aa' la droite qui joint les extrémités de ces éléments par lesquelles 
arrivent les courants ; 



(*) Ampère admettait que cette droite joignait les milieux des deux éléments 
en présence. La différence entre les deux conventions repose sur une subtilité à 
laquelle il n'y a pas lieu de s'arrêter. 
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a, a' les angles formés par ab, a!V avec aa! et a'a; 

6 Tangle dièdre déterminé par les deux plans haal , h' a! a. 

Nous pouvons substituer à l'élément ds ses deux composantes 
û&cosa, dirigée suivant aa', et e&sina, dirigée normalement à cette 
direction. Nous pouvons de même substituer à ds' deux composantes. 
Tune, fl?5'cosa', dirigée suivant a'a, et l'autre, rf^sina', perpendicu- 
laire à la première. 

L'élément rfy'sina' se décompose en deux autres, l'un, û?5'sina'cos5, 
parallèle à û& sina, et l'autre, rf^'sina' sin 9, perpendiculaire au plan a! ah. 

D'après ce que nous avons vu à la fin du n*^ 5, ds' sina' sin 9 n'exerce 
aucune action sur ds sina, ds cosa, et par suite sur ds. 

L'action de l'élément ds' sin oc' cosO sur ds se réduit à celle qu'il 



Fig. I. 
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exerce sur l'élément ds sina, qui lui est parallèle. Nous supposerons 
que cette action est proportionnelle au produit des deux éléments et 
des intensités des courants, et en raison inverse d'une certaine puis- 
sance n de la distance r, de sorte que nous pourrons la représenter 
par 



(«) 



... ^.çrt^.v' sina sin a' cosO 
Il 
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a 



Nous conviendrons déconsidérer cette même action comme positive 
si c'est une attraction ou si ds sina! cosO et ds sina sont traversés dans 
le même sens par les courants; le signe du produit sina sina'cos9 fera 
d'ailleurs connaître s'il s'agit d'une attraction ou d'une répulsion. 

Il nous reste maintenant à tenir compte de l'action de ds'cosa' sur 
û&cosa. Nous admettrons, •comme ci-dessus, que cette action est pro- 
portionnelle au produit de ces éléments par u' et varie en raison inverse 
de r"; si nous désignons par A le rapport, supposé constant, entre les 
actions de deux éléments en ligne droite de sens contraires et de deux 
éléments parallèles de même sens, toutes choses égales d'ailleurs, nous 
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aurons, pour Faction dont il s'agit, 



(*) 



kii'ds ds' cos a cos a' 



•/» 



L'action totale de ds' sur ds ou la somme des expressions (a) et (i) 
sera ainsi représentée par 



{c) 



ii'd^ ds' f j , . . , r\ 

— (Acosacosa -h smasma cos6) 



Les hypothèses sur lesquelles repose cette formule ne peuvent 
recevoir leur justification que par la concordance entre les résultats 
auxquels elle conduit et ceux que Ton déduit de l'expérience dans 
tous les cas qui peuvent se présenter. 

5. Détermination de la constante n. — Ampère a obtenu la valeur de 
cette constante en parlant de ce fait qu'a/i courant rectiligne p' q\ assez 
long pour qu'on puisse le considérer comme infini, exerce sur un courant 
rectiligne fini pq qui lui est parallèle une action qui varie en raison inverse 
de la distance des deux courants, action qui est d'ailleurs attractive ou 
répulsive selon que les courants sont ou non de même sens. 

Admettons {fi g. 2) que pq se réduise à un élément ab = ds. Soient 

Fig. 9. 
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/=: Oa la distance de a a p'q'\ a!h'= ds* un élément de pq\ Nous 
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avons Ô = o, et en ce qui concerne ab et a'i', 



baa! = a, b'a'a = a!=i 80° — a, r=aa*= - — > 

sina 

5'= Oa'= /cota, d!y'= r-^- 

sin*a 



L'attraction, si Ton admet que les deux courants soient de même 
sens, de p'q' sur ab sera évidemment dirigée suivant aO, et la for- 
mule [c) donne, pour la composante suivant cette dernière direction 
de l'attraction produite par a^b\ 

— 7ïrrrsin''"^a(— kcos^a. -f- sin-a), 

d'où, pour l'action totale exercée par p'q' sur ab, 

lii' ds r^ ' 
[d) W^ \ sin'*"^a(— ^sin^a-f- sin^a)rfa. 



Ce résultat, comparé à celui de l'expérience, conduit à poser /i = 2, 
et la formule (c) devient ainsi 

[e) — ^ — (^cosacosa'-h sinacosa'cosô). 

6. Détermination de la constante k. — On déduit de l'expérience que 
V action d'un courant fermé sur un courant en arc de cercle est normale 
à cet arc en son milieu, et, comme conséquence, que V action d'un cou- 
rant fermé sur un élément de courant est normale à cet élément. 

Soient {fi g* 3) 

a'b' =z ds' un élément du courant fermé ; 
ab:= ds l'élément sur lequel agit ce courant ; 
b\ la projection de b' sur a' a. 
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Conservons d'ailleurs les notations qui précèdent. 

En vertu de la formule (c), la composante de l'action exercée 



Fig. 3. 





par a' y sur l'élément ai, estimée suivant cet élément, a pour expres- 
sion 

il' ds ds' 



r^ 



( k cos a cos (x! H- sin a sin a! cos Q ) cos a . 
Or on a 



cos a' cos a' 



et l'expression ci-dessus devient 

(/) ii' dslkcos^ad - — sinacosa tanga'cosô -^ 

L'angle trièdre formé par les directions des droites aa\ ab\ ah 
donne 



[g) cos bab' =^ cosbaa'cosb'aa' 4- sinèaa'sinè'aa'cosô 

Or on a 

bab' = a H- da, cosbab' = cosa H- rfcosa, 



<r^ b'h. dr 

h au = — - = tantça , 



et la formule [g) se réduit à la suivante : 

dr 

dcoscc = sina tanga'cosS 



1 
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En ayant égard à cette relation, l'expression (/) devient 

n' dslkcos^ad- -{ rfcos^a). 

Si Ton intègre cette expression et le premier terme par parties, on 
trouve, pour un courant quelconque fermé ou non, 

(A) ii' ds\ - cos^a 4-(- — A) / — ^^ H- constC. 

Cette intégrale doit être nulle, en partant d'un point d'un courant 
fermé pour revenir au même point, quelle que soit la forme du courant 
ou la relation qui doit exister entre r et a. Or, le premier terme 
donnant un résultat nul, il faut, pour que le second terme s'annule, 
que Ton ait 

2 

et alors l'expression (c) se réduit à la suivante: 

(i) — ^ — f h sinasma cos5 

Remarque. — La valeur positive obtenue pour k signifie que l'action 
mutuelle de deux éléments de courants en ligne droite est une attrac- 
tion ou une répulsion, selon que les deux courants sont de sens con- 
traire ou de même sens. 

7 . Nouvelle expression de l'action mutuelle de deux éléments de courants 
— Considérons un courant quelconque non fermé, auquel laformule(A) 

est applicable. En faisant dans cette formule ^= -> on obtient pour 

la composante suivant ds de l'action exercée par le courant sur cet 
élément 

ii' ds „ , ., 

cos-^a H- C. 

2 r 

Si le courant se réduit à un élément ds\ cette composante se réduit 
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Il , a fO"- r 

as a 



Knfin l'ariion tof;jl#- fU: </j sur A sui\ant la direction de r a pour 
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- r/ 



8. Action d' lin courant fermé sur un élément de courant. — 
[Kiur oripifM' d^'S roordoniiér-s y7^. | l'extrémité a du courant élê- 



Fig. 1. 
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m<'ntaire ah ----- ds^ pî«r laquelle arrive le courant, et pour axe des z la 
direction de ah. Nous rappellerons que Taction résultante exercée par 
le courant ferme sur ah est située dans le plan xay 

I.a composante suivant ax de l'action exercée par un élément a 6' de 
ce courant sur ds est, d'après 1(» luiméro précédent. 



. // ds ^ , ^ , t*os-a 

cosa ax a 

'}. cos X /■ 



En intégrant par parties il vient, pour la projection surrzj:, de la ré- 
sultante cherchée. 



/? ds 



cosa cosa ax 



I cos' a , vos a' a X \ 
J r cosx / 
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OU simplement 

, ., ... ds I cos*a jcosa'aar 

(i) —H — I a > 

puisque le courant est fermé. 

Soient (f Tangle formé par aa' avec sa projection aa\ sur le plan xaz ; 

^ l'angle a\ax. Les angles trièdres rectangles déterminés par az, 
aa\ aa\ et par aa\^ aa\ ax donnent 

cosa = cosqpsintj;, 
cosa'a^r = cosy costp, 

et l'expression (i) se réduit à la suivante, 
(3) ii'dsk'^.^ 

en posant 

(4) f\'^^^=P^r 

# 

Cette intégrale représente la somme des aires élémentaires du cône 
déterminé par le sommet a et par le courant fermé, projetées sur le 
plan zax et divisées par r'. 

Si Ton porte à partir du point a, sur la perpendiculaire élevée en ce 
point à Taire élémentaire aa!h\ une longueur proportionnelle à cette 
aire divisée par le cube de la distance r, et si A' désigne la somme géo- 
métrique de toutes les longueurs semblables, A'^ ne sera autre chose 
que la projection de A' sur ay. 

En désignant par A^ la projection de A' sur ax^ on trouve, de la 
même manière que ci-dessus, pour la composante de l'action cherchée 
suivant ay^ 

(3') ii,ds^^ 

On voit, d'après ce qui précède, que le problème proposé se ramène 

1 
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à déterminer A' en grandeur et en direction, en choisissant convena- 
blement trois axes rectangulaires (qui différeront généralement des 
précédents), de manière à ramener les calculs à leur plus grande sim- 
plicité 

9. Action sur un élément de courant d'un courant circulaire dont le 
rayon est très petit par rapport à la distance du centre à l'élément consi- 
déré. 

Le problème dont il s'agit se réduit, ainsi que nous venons de le 
dire, à déterminer les projections de A' sur trois axes rectangulaires 
passant par l'extrémité a de Télément ds. 

Nous prendrons le plan xaz parallèle à celui du courant circulaire, 
et nous ferons passer le plan yax par le centre c de la circonférence. Il 
est évident que l'on a 



Soient 



A^ = o. 



c', m' les projections sur le plan xaz de c et d'un point quelconque 
m de la circonférence ; 



Fig. 5. 




c", m" les projections de c et m sur le plan yaz ; 

n l'intersection de ce" avec la circonférence, et n sa projection sur ax] 
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(ù V angle ncm = n*c'm\ 

h la hauteur c& ; 

p' le rayon de la circonférence ; 

/ la distance ac* ; 

u = )Jl'^-\- h^ la distance ac. 

Nous admettrons que le courant circulaire aille de la droite vers la 
gauche, sens qui sera aussi pour nous celui des aires en projection sur 
les plans coordonnés, comme au numéro précédent. 

Nous avons 

(y) \'^=z — j am dzxTQan'm', Ki= J ^'^ da\Team"c'\ 



Or 



airea/i'm'= airea/n'c'— aire/i'/n'c'= -(/sinw — p'c»)}, 



2 



m" c" j , sina> 



d'où 



(^) 



aiream"c" = h = hp 

( d. airean'm! = ?- (/cosco — p')e/a), 
f d . a\ream!'&' = ~ — cosco doù. 

I o 



Nous avons en outre, en négligeant les puissances de |> - supé- 
rieures à la première. 



I am' = {am' -^- h'} ' = {p'^ -^^ t^ -\^ h''— 2lp' cosc»)''^ 
= (p^ -f- u^— a/p'cosco) '•^ = u~^ ( I H ^ cos« ). 



En faisant les substitutions (A) et (/) dans les formules (/), puis inté- 
grant entre les limites co - o et co = 2;:, en remarquant que P = u^ — h'^^ 
on trouve 

\ ^.> «» Va «* 



Ttp'î /-3 /* _ \ _ V! / _ ^* 



2 «' \ «■ 



la 
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Soient A^ la projection de A' sur une droite quelconque aç^; 7, 5 les 
angles que forme celte droite avec ax et ay. Nous avons 



TTp - 



A[. — A^cosy 4- A^cosc)':- - -^ [cos$ — 3A(/cosy-+- Acos$)\ 

ou, en désignant par p la distance du centre c au plan mené en a 
normalement à ap, 



(fi) 



A' --= 



rp'V ^ dph\ 



formule dans laquelle il ne faut pas perdre de vue que â est Tangle que 
forme ai^ avec Taxe du courant circulaire. 

10. Action d'un solénoïde sur un élément, de courant. — Nous rap- 
pellerons qu'un solénoïde peut être considéré comme étant un système 
de courants circulaires identiques d'im très petit rayon, très peu 
espacés, normaux à une courbe directrice, quelle qu'elle soit d'ailleurs, 
et qui est le lieu de leurs centres 

Soient {fig. G). 
x^ j, z les coordonnées d'un point u de la courbe direcirice rapportée 

Fie. 6. 



tV 



. b 




X 



à trois axes retangulaires ayant a pour origine. Taxe az étant, comme 

au n*^ 8, dirigé suivant ah\ 
da l'arc élémentaire de cette courbe; 
aï la perpendiculaire abaissée de l'origine a sur la tangente MT en M. 
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Considérons le courant circulaire dont le centre est M. 

Si nous faisons coïncider Taxe ai^ du numéro précédent avec ay, 



nous aurons 



cosd'^-j-, p — Yj h = uco^TMO = u -^y 
et par suite 

A / ;np^ fdy 3j du\ Trp'^ / dy •> du\ 

ou encore 

{m) A'=— ^^4; 

^ ^ y 2d9 U^' 

on a de même 

D'après le n^ 8, nous aurons ainsi, pour les composantes suivant ao? 
et ay de l'action du courant circulaire considéré, 

(n) —iids^^d^^i 

^ ' 2d7 u^ 



/î 



^ ' idi u^ 

Soient 

g' la distance constante de deux courants circulaires consécutifs ; 
P', P'^ les extrémités de la courbe directrice ou les pôles du solénoïde; 
x\ y, u' et x\,y\, w', les valeurs de x,y, u qui se rapportent respecti- 
vement à ces deux points. Nous mesurerons <7 à partir de P'. 

Le nombre des courants circulaires dont les centres sont situés sur a 

est — et sur de 

8 

{p) j (')• 

( * ) Celle m»***ère de procéder laisse sans doule à désirer lorsque g' n'esl pas 
infinimenl pelil; niuis, lorsqu'il n'en esl pas ainsi, on fera lomber loules les ob- 
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Posons 



;'^r.'i 



(7) F- =T^' 

constante qui ne dépend que de la nature du solénoïde. 

En multipliant par la valeur (/?) les expressions (n) et (/i'), nous ob- 
tiendrons, pour les composantes de l'action exercée sur ds par les cou- 
rants circulaires correspondant à rf(7, 



l —ix'id—^ suivant aXy 
( ulid—^ suivant ay. 



En intégrant ces expressions entre les limites qui se rapportent aux 
points P'^ et P', nous aurons, pour les composantes suivant ax et ay 
de l'action cherchée, 



>.' \ 



On voit ainsi que cette action ne dépend que des positions relatives 
des pôles par rapport à ds, et non de la forme de la courbe directrice. 
On peut même considérer chacun des pôles comme exerçant sur ds' une 
action spéciale, soit par exemple, pour le pôle P', 

y' 

(9) i 

I dY' = - {j/i ±5 ds. 



jeclions un considéranl d<Sy non comme une tliirérenlielle, mais comme une longueur 
assez petite pour que Ton puisse en négliger les puissances supérieures à la pre- 
mière, et assez grande cependant pour comprendre un certain nombre de cou- 
rants circulaires. 

Comment, d'ailleurs, pourrait-on comprendre qu'un parallélépipède élémen- 
taire put renfermer une certaine quantité de matière nécessairement discon- 
tinue, si Ton admettait que ses dimensions fussent nulles, au lieu de les consi- 
dérer comme très petites, quoique supérieures aux intervalles intermoléculaires. 
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On déduit de là 

ce qui signifie que chaque pôle exerce sur Vêlement de courant une 
action normale au plan mené par Vêlement et le pôle. 

Si nous faisons passer le plan zOy par ab et P', l'action exercée par 
le pôle considéré, que nous représenterons par rfR', se réduira à rfX', et 
nous aurons 

d^'=^lL'i^,ds. 



Si Tt désigne l'angle formé par ab avec m', on a 



y= M'sinv], 



et, en supprimant l'accent de u devenu inutile, la formule précédente 
devient 



(lo) rfR'-^^V^'rf., 



d'où un théorème qu'il est facile d'énoncer. 

11. Action d'un courant fermé sur V un des pôles d* un solênoïde, — 

Soient [fig, 7 ) 

P' le pôle considéré ; 

ab = ds un élément du courant fermé ; 

b' la projection de b sur aP' ; 

de ï Single a b' F. 

L'action dR exercée par ab sur P', égale et contraire à dR\ est per- 
pendiculaire au plan aèP' et a pour expression 

/ .V ,-, , .abs'inbaP' ,. bb' 

(10) aR = fi i 1 — =/Zi 



ou, comme bb* =^ aV.dô, 



aV aV 



^^^f^''^' 



i6 
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En transportant cette force parallèlement à elle-même en P', il en ré- 
sultera un conplo dont Taxe du moment i^'idO ne sera antre chose que 
l'élément 5/, limité par aV\ bV\ de Tintersection de la sphère dont le 
contre est P' et le rayon m'i avec la surface du cône déterminé par le 



Fip. 7. 




courant fermé et par le sommet P'. Or, tous les axes tels que st des 
couples élémentaires déterminant une courbe fermée, Taxe du couple 
résultant est nul. Donc : 

L'action d'un courant fermé sur l'un des pôles d'un solénoïde se réduit 
à une force passant par ce pôle. 

L'action du courant n'est donc autre chose que la résultante des 
forces rfR appliquées en ce point. 

L'expression ( i o') peut se mettre sous la forme suivante, en désignant 
par da Taire ahc. 

irx , . ainv//>r , . (tu 

an — i> tx i --^'21X1 T--i • 

Soient P'jr, Vy, P2' trois axes rectangulaires menés par le point P'; 
dHj., d^y, fi?a^ les projections de Taire r/a sur les plans zVy, xVz, yV' x. 
Ij\ composante de rfR suivant Vœ sera 



d'où, pour la composante semblable de Taction exercée par le courant. 



x=2ii:i f^, 
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Portons sur la normale au plan bVa, à partir de F, une longueur 

ésa\ekz=iy et soient A la somme géométrique de toutes les droites 
aP' 

ainsi obtenues; A^^, A^., A, les projections de cette résultante sur Vx, 
P'y, Vz ; nous aurons évidemment 

X= 2]ui'iA.,, 
et de même 

Z = ufi'iAg, 

12. Action d'un solénoïde sur T un des pôles d'un autre solénoïde. — 
Soient 

PP< le premier solénoïde ; 

p le rayon des courants circulaires qui le constituent ; 

g Téquidistance de ces courants ; 

P' le pôle, du second solénoïde P'P',, que nous avons à considérer. 

Soient, de plus, a Tare de la courbe directrice de PP, mesuré à 
partir du point P jusqu'à un point M quelconque dont les coordonnées 
sont oc, y 9 z. 

Il est clair, d'après la signification même de A, que A, sera donné 
par la formule [m') du n^ 10, en y remplaçant p' par p et supposant 
a = P'M. Nous avons donc 

A, = 4^4- 

Portons cette valeur dans la première des formules ( 1 1), multiplions-la 
ensuite par le nombre des courants — compris dans de pour avoir la 
composante relative à cet élément, et posons 



nous obtiendrons 






(12) X = 2[XlJ.'d^, 
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Soient 

•^0» Jo» ^0 l^s coordonnées de P ; 
^1»^!» ^1 celles de P, ; 

y, vj, Ç les composantes de Taction totale exercée par PP, sur P', 
estimées suivant Vx, P'j, P'z. 

Nous aurons, en intégrant Téquation (12). 

\ et de même 



^^=w(Jt-?j) 



Il résulte de là que P, P, exercent sur P' deux actions distinctes 
'y^> — ^> variant en raison inverse du carré de la distance, dirigées 



"Ô «I 



respectivement suivant PP', P, P', et que si la première, par exemple, 
est une attraction, l'autre sera une répulsion. Mais, P' exerçant par suite 
une attraction sur P, P^ exercera sur ce pôle une répulsion et une 
attraction sur P, . 

Il y a donc, en résumé, quatre forces en jeu sur lesquelles il nous 
parait inutile d'insister; qu'il nous suffise de rappeler que, en défini- 
tive, deux solénoïdes placés à une distance suffisamment grande Tun 
de l'autre par rapport à leurs diamètres se comportent entre eux 
comme deux aimants. 

Tel est l'exposé succinct de la partie essentielle de la théorie d'x4m- 
père. Nous avons omis à dessein les questions relatives aux actions 
mutuelles et au mouvement de deux courants rectilignes situés ou non 
clans un même plan, parallèles ou non, d'un courant circalaire sur son 
diamètre, etc., questions dont les solutions sont trop simples pour que 
nous ayons cru devoir nous en occuper. 
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1 . On s'occupe peu actuellement de la théorie mathématique de la 
capillarité, fondée réellement par Laplace et développée par Poisson, 
dont l'Ouvrage, publié en i83i, est un véritable monument. 

La lecture de la nouvelle théorie de l'action capillaire de Poisson est 
pénible; on ne retrouve pas dans ce travail la régularité didactique et 
la coordination remarquable qui caractérisent les autres publications 
de l'illustre géomètre (*). Il établit d'ailleurs l'équation de la surface 
capillaire et la constance de l'angle que forme cette surface avec une 
paroi d'une nature donnée d'une manière telle, que l'étude de sa 
solution de ce double problème exige un. travail considérable. Enfin, 
lorsqu'il traite les questions soulevées par les physiciens de son époque, 
parmi lesquels Gay-Lussac joue le premier rôle, il emploie constam- 
ment les mêmes variables, au lieu d'approprier le choix des variables à 
la nature de chaque problème, en vue d'arriver plus rapidement et 
plus nettement à la solution. 

Depuis i83i, le domaine physique de la capillarité s'est considéra- 
blement agrandi. Les travaux de M. Plateau sur la forme naturelle des 



(*) Ce qui tendrait à faire supposer que l'ouvrage dont il s'agit est la réunion 
de Mémoires successifs sans que l'auteur ait eu d'avance un plan bien arrêté 
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liquides et des bulles creuses de liquides visqueux, les expériences de 
M. Buutigny sur les globules liquides formés sur des plaques port''"CS u 
une tem|)érature telle que le eontiict n'ait pas lieu, etc., font époque 
dans riiistoire de la Physique. 

Il m'a semblé qu'il ne serait pas sans intérêt de mettre la théorie des 
phénomènes capillaires au courant des progrès réalisés, en la rendant, 
par sa simplicité, très accessible aux jeunes géomètres, et c'est à ce 
point de vue que je vais me pincer. 



1. — Formules fondamentales . 
2. Forme de la surface capillaire. — Soient [fig. i) 

AmI5 une section normale faite en un point m, dont la masse est repré- 
sentée par la même lettre, de la surface de séparation de deux 
fluides (L,) et (I.), la concavité étant tournée vers (L,); 

ah la trace du plan tangent en m ; 

ITi, n les poids spécifiques des deux fluides. 

Nous ne considérerons que le cas où les forces extérietu'es agissant 




sur cliaque point m de (L) et {L, ) dérivent d'un potentiel m^, tf étant 1 
une fonction des coordonnées de ce point, 

Le point m est en équilibre sous l'action des forces extérieiu-es et des 
actions qu'il reçoit des molécules de (L, ) et (L). 

On peut considérer la résultante des actions moléculaires de (L,) 
sur m comme étant due à celle Q, de ce fluide, dans l'hypothèse où ab 
serait la surface de séparation, et à la résultante prise eu sens con- 
traire — Q', des actions provenant des molécules du ménisque. 

Si nous désignons pour (L) parQet Q' les équivalents de Q, etQ',, 
l'action exercée par ce fluide sur m sera de même la résultante de Q 
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et Q'; de sorte que les forces Q, Q', Q,, — Q', et les forces extérieures 
doivent se faire équilibre sur le point m. 

Nous supposerons, avec l-aplace, Gauss et Lamé, que (L), (I-., ) sont 
homogènes dans toute leur masse, tandis que, par des considérations 
très contestables, Poisson est conduit à admettre que la densité des 
deux fluides subit une altération dans le voisinage de la surface de 
séparation. Les forces Q et Q, seront ainsi considérées comme nor- 
males ;i AmB. 

Il faut donc, pour l'équilibre, que la résultante de Q', — Q', 
et de la force extérieure agissant sur m soit aussi normale à la surface, 
ou que le travail élémentaire de ces trois forces soit nul pour un dépla- 
cement de m sur cette surface ou encore que la somme de m-f et du po- 
tentiel des actions du ménisque de (L) sur m et de celles du ménisque 
de [L,) prises en sens contraire soit constante pour tout point de la 
surface. 

Le potentiel de l'action de la molécule m' du ménisque de (L) sur/» 
est de la forme mm'y"{r},y"(r} étant une certaine fonction de la dislance 
rde ces deux molécules. 

Considérons un élément de volume de ce ménisque, limité par deux 
plans normaux en m faisant entre eux un angle infiniment petit d$ et 
par deux cylindres concentriques ; soient c, d les intersections avec ab 
et c', d' les intersections avec AB des génératrices de ces cylindres com- 
prises dans le plan de la figure et situées d'un même côté de m. Si 
l'on remarque que le rayon ■/ de la splicre d'activité est extrêmement 
petit, on peut supposer r = me. et par suite cd t=, dr-. le potentiel dû ii 
l'action de la masse déterminée par l'élément de volume est, par suite. 



m-~f{r)cc'rd^ dr. 



et, pour toute la portion du ménisque limitée par les deux plans no 



n\d^ f'/{r)cc-rdr 



Mais comme, en appelant i le rayon de courbure de l'une des sections 
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normales, on a 



l'expression ci-dessus devient 



— r» 

ce =^ —y 

2t 



m 

8 



en posant 

A étant une constante spécifique. 

Soient R, R' les rayons de courbure principaux en m de la surface ; 
Tangle 6 étant censé mesuré à partir de la trace sur le plan tangent du 
plan normal correspondant au premier de ces rayons, on a 

I cos'Ô sin'O 

et le potentiel pour tout le ménisque est 

Le potentiel du ménisque de (L, ) pourra se représenter de la même 
manière par 

Si donc on appelle mC une constante, nous aurons 

mk (^ + g/) — ^^i (s ■*" R^j "^ ^^ 4- /nC = o, 
d'où 

en posant 

L'équation ci-dessus est celle de la surface AmB ou de ce que l'on 
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appelle la surface capillaire. En la mettant sous la forme 



5.f-R(^ji4-^)=const., 



on reconnaît sans peine que l'influence du ménisque se traduit parune 
diminution de pression positive ou négative au point m de la surface, 
repre\sentée par 

En attribuant des signes à R et R' en raison du sens de la courbure 
de Tune et de l'autre des sections normales, l'équation de la surface 
peut se mettre sous la forme suivante, 

fx étant une constante positive dépendant de la nature de (L) et (L,), 
que l'expérience seule peut faire connaître, et C une constante arbi- 
traire dont on déterminera la valeur dans chaque problème par les con- 
ditions aux limites. 

Dans le cas où la force extérieure est la pesanteur, l'équation (i) 

devient, en posant — = ,, 

■ |x a- 

I I (V-hÀ) 

vêtant la distance du point /w à un plan horizontal déterminé, et X une 
constante remplaçant C. 

3. Influence d* une paroi sur la surface de contact, — Prenons pour 
|)lan de la figure le plan normal au point m de l'intersection de la 
paroi et de la surface. 

Soient 

mn, aa^ {flg. 2) les tangentes en m aux deux sections faites respecti- 
vement dans ces deux surfaces par le plan de la figure ; 
I Tinclinaison de mn sur ma dans (L) ; 
mx la normale à la paroi, dont la subst.ince est censée homogène. 
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Si la paroi étiit un plan indéfini, son action m.N sur m serait dirigée 
suivant Oa?, et N serait une constante. 

Quelle que soit la forme de la paroi, on peut également considérer N 
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comme constant, car il est clair que les actions sur m exercées par les 
molécules du ménisque de la paroi ne peuvent donner, suivant Ox, 
que des composantes de Tordre de quantités que Ton peut n^liger. 

Nous négligerons également Tinfluence des ménisques de (L) et (L,), 
qui est relativement faible, dans la détermination de la composante 
suivant mx de l'action qu'exercent les deux fluides sur m. 

Soient mm'/{r) l'action exercée par une molécule m! de (L) sur m, 
r étant la distance des deux molécules. 

Concevons dans (L) un cône ayant m pour sommet, d'une ouverture 
infiniment petite rfw, dont les génératrices fassent à un infiniment petit 

près l'angle aavecm/i.La masse élémentaire -r^dtù dràe ce cône donne 

suivant mx la composante 

/w - r^ dfù drf[ r) cas oc, 

et l'on a pour tout le cône 

II r 

m-rfwcosa l /{r)r^dr=z mqd(»> cosa, 

q étant une constante dépendant de la nature de (L). 

Il vient, par suite, pour la composante normale totale due à l'action 
de ce fluide, 

mqfcosadtùf 

Tintégrale se rapportant au fuseau sphérique de centre m d'un rayon 
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égal à l'unité, limité par les plans /w/i, ma ; mais celte intégrale n*est 
autre chose que la projection du fuseau sur un plan perpendiculaire à 

mx, c'est-à-dire •' cosi. L'expression ci-dessus devient donc 



2 3 



mq-[i — cosi). 

En appelant q^ l'équivalent de q pour (L, ), ce fluide donne de même 
la composante normale 

mq-{\ -h cosï). 



On a donc, en faisant abstraction des forces extérieures, dont l'in- 
fluence est relativement très faible, 

X . Il • 

mN -{- mq-[\ — cosi) -h mq^ -(>-*- cos«') = o, 

OU 

COSI = , — ^ ' — —^ » 

et l'angle i est ainsi constant. 

4. Rappel des résultats de V expérience. — Dans tout ce qui suit, nous 
prendrons le millimètre pour unité linéaire. 
D'après l'expérience, on a 

a. ia*. 



mm 



Pour l'eau 2 , 826 1 5 , 586 1 

Four une dissolution saturée de sel marin. . . . 2,569 i3,2o 

Pour Tacide azotique 2 , 366 1 1 , 20 

Pour Tacide chlorhydrique î^j^gi 10, 5o 

Pour le mercure 1,811 6 , 528 

I*our Talcool i ,782 6,00 

Pour riiuile de lavande i ,698 5,60 

Si nous désignons par a l'angle aigu de raccordement que forme un 
liquide avec une paroi, on a 



a. 

o 



Pour le verre ordinaire et le mercure (surface convexe) /|5.3o 

Pour le verre privé d'air et le mercure » ..... 55. 00 

Pour Tacier et Falcool » 90.00 

Pour le verre et l'eau (surface concave) 0.00 



'A\ 
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Nous dirons qu'un liquide mouille ou ne mouille pas une paroi* 
selon que sa surface sera concave ou convexe dans la région du contact 
avec la paroi. 



î^ II. — Phénomènes capillaires relatifs aux liquides pesants , 

5. Forme que prend la surface d'un liquide au contact d'une lame ver- 
ticale. — Nous supposerons que la lame est suffisamment longue, dans 
le sens horizontal, pour que ses extrémités n'influent pas d'une ma- 
nière sensible sur la forme de la partie moyenne de la surface que l'on 
peut dés lors regarder comme cylindrique. 

Le tout se réduit donc à considérer une section faite dans la surface 
par un j)lan perpendiculaire à l'intersection de la lame avec le .niveau 
statique du liquide. 

Dans ce qui suit, nous supposerons que la surface est convexe ; les 



Fig. 3. 
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formules obtenues s'appliqueront à la concavité en changeant le sens 
positif de l'axe des y. 
Soient {fig* 3) 

O.ret Oy l'horizontale et la verticale du point d'intersection O de la 

lame et du niveau ; 
cT, y les coordonnées d'un point quelconque m de la courbe; 



CAPILLARITF.. 29 

9 Taiigle que forme la tangente en ce poini avec Ox; 

a l'intersection de la courbe avec Oy^ 

s Tare am ; 

a Tangle de raccordement en a. 

On a évidemment 

dy ^ -~ dssiïKp, djr = — dscosff — =z -y . 

On doit supposer, dans la formule (2), R'=: ce et, en raison de Tin- 
terprétation donnée à la courbure à la surface, ). = o, d'où successi- 
vement 

eh y 
ds a^ 

fl*o sino 

en remarquant que -^ est nul avec j, c'est-à-dire pour 9 = 180". On 
tire de là 

w a d^ 



2 o 

cos- 

2 

o 



rf^= — asin -dfy 

et, comme y est nul pour 9 = 180", il vient 

(a) y = 2acos-- 

Nous avons maintenant 



j a cos 9 r/o 

az" = — - = — ai cos - — 



d'oi 



ou 



a çp î 2 

cos- 

2 



I -h laiij; f 




a: 



= — ai 2 sin - — log — "* j h- const. 



I — laiig| 
4 



[. 



IV 



I 



I 



II 



f 



i 
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Mais on doit avoir x=o pour 9 = a, et par suite 





i-Mangy I — lang^ 
4 _ 4 



(/>) ,r^a 2 sin--siniU-log -x 




tang j i H- tang | 

Comme a:- csl infini pour cp = 180", on voit qu'au point de vue géo- 
métrique la courbe est asymptotique au niveau; cette courbe est d'ail- 
leurs complètement définie par les équations (a) et (6). 

Si nous désignons par j© l'abaissement du liquide au contact de la 
lame, nous avons 

(c) ro=2acos^> 

soit Xo = 3*"™, 22 pour le mercure et une lame de verre. 
L'élévation de l'eau au contact d'une lame de verre est 

6. Forme de la surface d'un liquide entre deux lames verticales paral- 
lèles , dont Tune est mouillée et l'autre non mouillée par le liquide. 

Soient (yî^. 4) 

xj^ le profil du niveau ; 

a(Ja' celui de la surface du liquide entre les deux lames, la partie Oa de 

ce profil correspondant à la direction de Ox se trouvant au-dessus 

du niveau; 
Oj, Oy les portions de la verticale du point O situées respectivement 

au-dessus et au-dessous du niveau. 

Nous rapporterons respectivement les courbes Oa, Oa' aux axes Oy, 
Ox et Oy\ Ox\ en conservant les notations du numéro précédent. 

Nous avons, pour Oa, 

-'.- = sni2?, -7- = cosa> 

r/.v ' (is 



et 



(h y 

ds a- 
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[Voii 



<^'? _ 



{*) 



1 iis"^ 



I 



cos rp 



a- 



const 



Si nous désignons par 9© la valeur de 9 correspondant au point C), 







comme, d'après la formule (a), on a -7^ =0 pour j'^^ o, la formule ( h) 
se réduit à 



I ao* I / . 



[l'où 



et 



(c) 



a 



ds:= -^ — 



d^ 



y 2 y cos cpo — cos ç 
f a cos cp t/ç 

y j y cos cpQ — cos » 
1 a sinor/'d) 



y lî ycosa^ — cos» 



V -^7 , y cos?)o — coso 

= — cosyo / —■-—' — / 

yz=^ a\l*i ycosy^ — cosy , 



VCosç>« 



— cos'vf/^ Y 
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Soit a?| la distance du point O à la lame considérée ; nous aurons 



n n 

a - — a 



En accentuant les lettres a, .r, et a pour l'autre lame, nous jiurons 
de même 



- o r * 



X^ = 



i ( cosço f -— - - f \/cos©«— cosf clrp ) 



Enfin, si nous désignons par 2e la distance .r,-l- x', des deux lames, 
l'angle Ço sera déterminé par l'équation 



/ II II 

- a — 



a I cosyo / ^ / v^cos^o — cos^rfy 

tr ■ ' 

'^ I / II ri \ 

\ .1 V t:(>sc&o — rose / '/ 

qui dépend généralement de s fonctions elliptiques, et dont la solution 
ne peut se trouver que dans chaque cas particulier. 

Supposons que les deux liquides soient l'eau et le mercure et que 
les deux lames soient en verre; nous aurons a = o et, à 3o' près, 

^ = -, cl OU 



'>. . ^?m / 



— zr- ( 2 logtang- H- ^1 cos^ 2 Jogtang-^ /J cos— ) 

COS(pj, / -r. ^ — / V^' OS^o — COS^' dtf\= 26f y iî • 

./o VC«>scpo — (M>sç ./^^ y 

équation dont il nous paraîtrait superflu de faire des applications nu- 
mériciues. 
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7. Forme d'un liquide entre deux lames parallèles de même nature. — 
Prenons pour origine des coordonnées le point maximum O du profil 
de la surface, et soient Ox la tangente en ce point et Oy la verticale 



Fig. 5. 




du même point. Conservons d'ailleurs les notations précédentes. L'é 
quation (2) nous donne 



(«) 



''-TAy^^)> 



ds 



a' 



X désignant ici la hauteur du point O en contre-bas du niveau 
On déduit de là 



[h) 



d^ __ 

1 d^^ 

2 ds^ 



^siny, 



^5^=i(^-^°-'^?)' 



C étant une constante au moyen de laquelle X s'exprimera, en remar- 
quant que les formules (a), {b) doivent donner la même valeur pour 

-j^> en y supposant y = o et ç = o, d'où 



ic) 



X = a^2{C-\). 
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Did'éqiiation (b) on déduit successivement 



, a rh 

as = -:= 



y/a y/C — cosîp 

ya y'C — cosip 
('0 { y = « V â (v<-^ - cosy -I- y/C - 1 ) , 












(*l X s'oxprimo au moyen de fonctions elliptiques. Si 2 e désigne lalar- 
^iww do* lamos» on a, pour déterminer C et par suite X, Téquation 

i|Uo Ton ne pourra rêsoudiv que par tâtonnements. 

Mais, loi^scpio les lames sont tivs rapprochées Tune de l'autre, on 
peut éluder IVmploi des fonctions elliptiques eu opérant par approxi- 
mation» ct>mme nous allons le faire voir. 

8. lUUsV UuHf$ fHmilltlts tt Cirriii^iles sont irrs rapprochées Vune de 
Vîii4ih\ l.\mlonneo votant très |H^tito jur rapport à e^ le profil de 
la Aurfaoo ont pou dilYoïvnt d'un arc do ivivU\dont le centre C est situé 
hur {\\\ ot dont nous dotorminoixms le nu ou \ |xir la double condition 
i|Uo Vïwv do ooivlo passe jvir lo jHnnt O el les |>oints de raccor- 
doinouL 

Soient 

t M ' lo piHdoujjomout do i\\ au delà do i> ; 

iW riiorie.\mtalo du \vuUvi'; 

r \\\ f wMo ra>on \\S'tour nunio do iv \vuliv uu jv>int m : 

V Tan^ilo lonno jviir 00 ra\ou axtvC^ 
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Nous supposerons que u et ses dérivées sont assez petits pour que 
Ton puisse s'en tenir aux termes du premier ordre. 

Si X continue à désigner la hauteur du niveau au-dessus du sommet O» 
la hauteur au-dessus du point m est, à très peu de chose près. 

Nous avons ainsi 



I I I /d^u \ X -h t — t 

p V t \ cffJ* / a* 



cosO 



Si nous posons, pour abréger, 
nous aurons 



î ' 



d'où 



w 



7^^-«^-+-^(^-cos5) = o, 
( a = ^f — ^-+- 7sin5 -h Acos5 -i-Bsin5K 



A et B étant deux constantes arbitraires. 
. Mais pour ô = o nous devons avoir a = o par hyjwthèse, et de 

plus -jT = o, pour exprimer que la tangente en O est horizontale. 

Les formules (é) se réduisent alors aux suivantes : 

"=^[/5(cos5-i)-T-^sin5J, 

(^ ïdu t.» ro . . ./i .\l 

\ -û:=^ —A -cos5-i-sm5 ( z\\. 

L'angle «p, formé par la tangente en m avec C v\ est donné par la 
formule 
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Si 9' est la valeur de Q correspondant au raccordement pour lequel 
on a (f = 7r — a, nous aurons 



2 \û?0/y, 



OU, aux termes du second ordre près, 



2 



£ étant la valeur de -^ pour 6 = «. 

Désignons par u' la valeur de u pour = a; comme u est nul 

au point de raccordement, nous aurons 

a' -4- s^ = o 
ou 

/3(sina— i)-h -f - — a] cosa 
Une première approximation donne 



Q I /ic \ cosa 

^ 2 \2 / 1 — sina 



et, en tenant compte des termes du premier ordre et remarquant que 



e ecosa 



sinO' cosa 

26 étant la distance des lames, 

o I /lî \ cosa e' F/ti \/ • i cosa \ cosa"!* 

fi=-( a) -, h -1 ( a)(sin« r— )h 

^ 2 \2 / 1 — sma a* cosa L\ 2 /\ 2 i — sina/ 2 J 

L'équation ( a ) donne alors 

il-) 



a' e 



(d) X= —cosa^- - 

^ ' e 2 1 — sin a 

aux termes du second ordre près. 
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Pour Teau et le verre on trouve, pour la hauteur du sommet du mé- 
nisque au-dessus du niveau, • 

a* eU 7,7Q . o 

X = f- -7- = ^-^^^ -4- 0,78e. 

e ^ e ' 

Pour le mercure et le verre on trouve, pour la hauteur du sommet 
du ménisque en contre-bas du niveau, 

K a* . 2,2Q 

A = 0,701 f- i,2ie =-^-2 -f- i,2ie. 

d. De la surface capillaire dans un tube circulaire d'un faible dia- 
mètre, — La forme du ménisque étant très sensiblement sphérique, 
nous rapporterons sa surface à celle d'une sphère tangente dont la po- 
sition du centre et la grandeur du rayon peuvent être, dans certaines 
limites, considérées comme indéterminées, et que nous fixerons en 
raison des circonstances qui se produiront. 

Considérons une section faite par un plan passant par Taxe, et con- 
servons les notations du numéro précédent; nous aurons toujours 



I 1 I /d^U \ » A o 



du 



La surface étant de révolution, R' est la portion de la normale dé- 
terminée par Taxe Cy , et nous avons 



I sini}^ 



R' i,(i4-w)cos6 



= z{-'*+^^^s^+')' 



La hauteur du point m en contre-bas du niveau étant 

X -+- t^ — r cos5, 
nous aurons 



2 I /d^u du ^ ^ . \ 



X -+-ï.(i — cos6) 



a» 
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d'où 

, V d*u ^ ^du X/"-Ht*r(i — cosO) — aa') 

(a) _-tangô^4-2ii^- L__ =o. 



Posant 



a« ~ a« ' 



l'équation (a) devient 

Plus généralement, considérons l'équation 

(3) — --tange^^ ^-2i^+F(6) = o, 

F(0) étant une fonction quelconque de 0, en raison de ce qu'elle se 
présentera plusieurs fois dans ce qui suit, et proposons-nous d'en 
trouver l'intégrale générale. 
Posant 

u= Usin0, 

l'équation (3) se transforme dans la suivante, 



d^\} d\} f ,^ , .. F(0) 
_ + ^(acotC-tangg) M- ^j^ =o. 



d'où 



é/0 



= --r7^^ — tIa- rF((?)sinOcos0rf(îl 

sin*0cos6 L •/ J 




- f ' ^f ft rF((î)singcos5rf5, 



A et B étant deux constantes arbitraires. 
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Oa a enfin, pour l'intégrale cherchée, 

/ ^ i4-tang- 

M = Bsin0-f-AJ — i-hsin01og r 

(4) { V »-lang- 



-sinO r . ,f , fF(0)sinOcosSdO. 



Revenons maintenant à l'équation (c); comme elle est satisfaite par 

M = ^> son intégrale s'obtiendra en ajoutant à celte valeur Tex- 

pression (4), en y supposant 

F(Ô)=-^cos0. 
ce qui donne 

v*3 ( i4-tang- 

u = ^-f-Bsin0 + AI — n-sin51og 

\ i-Ung- 

H- ^— ^(Csinô + cosô). 

Il faut que A soit nul , car autrement u deviendrait infini pour Q = 90*^ ; 
il nous reste donc 

(d) u= ^ H-Bsin5 -h ^-^(SsinO -f-cosC), 

2 cz o et 

doù 

du 



{e) -^=BcosO-+-T^ôcosi5. 



^/e "" • 3a^ 



Or cette dernière valeur doit être nulle pour 5 = o, puisqu au point 
correspondant la tangente est horizontale, ce qui exige que B soit nul. 
Nous avons donc fijialement 
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Soit 6' la valeur de correspondant au point de raccordement par 
lequel il nous est permis de faire passer le cercle de comparaison ; 
nous aurons 

- ^ H 5 =0, 

0'=--«-f-^Ô'cos5', 

équations qui feront connaître 5' et /3. Mais comme, dans la formule (rf), 
/3 est multiplié par le facteur -; supposé très petit, nous l'obtiendrons 

avec une approximation suffisante en supposant 0' = - — « dans la 
première des formules (/), ce qui donne 



/3= 3 M - — ajcosa-f- sina . 



En appelant 2& le diamètre du tube, on a 



e e 



sinO' cosa 

et la formule (é) donne 

A = — cosa H \ô\\ a cosa-hsma — i 

e cosa f L\2 / J 

é 

pour la distance du sommet du ménisque au niveau. 

10. Expression du volume d'un liquide compris entre sa sujface libre 
et un plan horizontal déterminé, quelle que soit la forme de la section du 
tube. — Nous supposerons que la surface libre (S) présente sa con- 
vexité vers le plan, et nous désignerons par A la section du tube et par 
Pie périmètre du contour de la surface (S). 

En nous reportant au n** 1 , nous pourrons écrire 
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C ..." 

- étant la hauteur du plan au-dessus du niveau du liquide extérieur au 

tube. 

Concevons que Ton décompose la surface capillaire en éléments 
par des lignes de coiirbure infiniment voisines dans chacune des deux 
séries, et soient rfo) un de ces éléments et y^ l'angle que forme sa nor- 
male avec la verticale. Nous aurons pour le volume cherché, en ayant 
égard à la formule (a), 

[b) \=fycosxdts> = n/(]^-+- ^,)cosxrf«-+- ^ A. 

Considérons maintenant une surface (S') parallèle à (S) et qui en soit 
distante d'une quantité infiniment petite s. Les normales aux sommets 
de cicù détermineront dans (S') un élément dcù' dont les côtés seront 

dans les rapports — jt— > —07— ^ivec ceux de dtù. 



On a donc 

do,' (R_-e)(R'_£ 



dio RR' 

et la formule [b] peut s'écrire ainsi : 



-=^-(r-^h>)'' 



^ = re/^"^^ •" "^'^'^^^ "^ n ^^• 



Or l'intégrale représente la différence des projections horizontales 
des aires de (S) et (S'), ou la projection de la zone déterminée dans (S) 
par les normales menées aux points du contour de (S'), qui est égale à 
Pe cosa. On a donc 

(5) V= — cosa-f- -A. 

Si le tube est circulaire et si le plan sécant est le niveau extérieur du 

liquide, on a 

C = o, P = 27rt, 

K 
et, en posant comme plus haut - = a^, on a 

V = a^ X 2ne cosa. 



N 
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En désignant par X la hauteur moyenne de (S) au-dessus du niveau, 

on aura 

Y = lien, 
d'où 

^ aa'cosa 

A = y 

e 

ce qui est conforme au résultat obtenu au numéro précédent, aux 
termes en e près. 

Dans le cas de deux lames parallèles on a 

V= a^necosa, 

d'où X, qui est moitié moindre que dans le cas d'un tube. 

11. Liquides superposés dans un tube circulaire capillaire. — Considé- 
rons un tube plongé dans un liquide (A, ) dont la portion comprise dans 
ce tube soit surmontée d'un volume déterminé d'un autre liquide (A) 
de moindre densité. 

Nous supposerons que (A) mouille et que (A,) ne mouille pas la 
paroi intérieure du tube. Le même raisonnement s'appliquera à toute 
autre hypothèse. 

Considérons une section faite par un plan passant par l'axe du 
tube. 

Soient 

aOa, a|0|a, les profils des ménisques supérieur et inférieur; 
00| l'axe du tube ; 

11 l'intersection, avec sa paroi intérieure, du plan de niveau extérieur; 
y^y^ les distances de deux points /w, m, de aOa, a^0^a^ situés sur la 

même verticale à la droite II ; 
n l'intersection de /wm, avec II ; 
C la pression censée constante exercée sur la section II. 

Nous admettrons pour (A) les notations qui précèdent, en les affec- 
tant de l'indice i pour (A,), 

Concevons un cylindre vertical d'une secliqn infiniment petite dont 
mm^ serait l'axe. 



CAPILLARITÉ. 43 

L'action du ménisque aOa s'ajoute à la réaction G en n pour faire 
équilibre au poids de ce cylindre, d'où la relation 

On a de même 

(b) ■ R,(i- + J^)=n.j,-c. 

Le volume compris entre les surfaces aOa et a|0,ai est donné et 
peut être représenté par 

(c) n^^H, 

H étant la portion de la longueur du tube qu'occuperait le liquide dans 
le tube sans les effets de la capillarité. D'après le numéro précédent, 
les volumes laOal, I,a,04a|I| ont respectivement pour expressions 

K,2-e C - e' 

2 2 

cosa 



Il n 



K.2'7:e Cité? 



1 



cosa, H- 



en égalant leur somme à l'expression (c), on trouve 

_ 2 /K cosa Kl cosa, \ 

id) C= ""A^-^-nT-J. 

n "^ n^ 

En portant cette valeur dans la formule (6), on obtiendra une 
équation analogue à celle que nous avons intégrée par approximation 
aun*' 9. 

Si par approximation on prend R, =R'^ = ecosa,, la formule {b) 
donne, pour la valeur moyenne de la distance du ménisque inférieur au 
niveau , * 

-- 2 / cosKa K, \ 

Tr H 1 — 7i H- T7- cosa. ) 

__ 2Kcosa, e \ n H, 7 



n n, 
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OU encore 

II ^(a^ cosa -I- AT* cosa.) 

y> = -^7^^ n; 

IjSl même méthode s'applique au cas où plusieurs liquides se super- 
poseraient dans un tube. 

12. Forme d'une très petite goutte d'un liquide reposant sur un plan 
horizontal quelle ne mouille pas. — Nous aurons dans ce cas 



"""{k-^wl^y-^^' 



X étant une constante dont la valeur résultera de la solution du pro- 
blème. Si les dimensions de la goutte sont très petites, il en sera de 
même de j et en dehors de sa zone de contact avec le plan. 

En nous reportant au n^9, on voit que la forme de la goutte est 
donnée par Téquation (c), dans laquelle /3 remplace l'inconnue X. On 
en déduit de la même manière 



t* / 3 Osinô-i-cosO 
U= —:l — ~ ' 



(a) < 

(7/6 = 3^^^^'^^- 



) 



Si V désigne l'angle que forme 1a tangente avec le rayon vecteur, 
on a 

Soit Q' la valeur de correspondant au raccordement avec le plan; 
on a 

d'où 

[b) (;' = i8o^-a - ^(;'cos(î, 

o Cl 



et, en négligeant le carré de -^> 
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s 

à' 

C'=i8o*'— a 4- -ô— î(7r— a)sina. 

Nous supposerons que l'on prenne pour t le rayon de la sphère équi- 
valente à la goutte, et qui est par conséquent une donnée de la 
question. 

Nous devrons exprimer que l'excès de Taire de la section méridienne 
sur celle d'un grand cercle est nulle, ou que l'on a 

u! étant la valeur ^de u correspondant à 6 = 5'. 
On déduit de là 

- -rf— 6'4-sm9'cos6') -, 

—A r, ^^(5 sme -Hcosô jsmO cosô' = o, 

équation d'où Ton déduira^ qui, comme on devait s'y attendre, n'est 

pas une quantité très petite, puisque c'est devant son équivalent X que 
nous avons négligé des termes. 

13. Goutte très large. — L'équation de la section méridienne de la 
surface capillaire de révolution peut se mettre sous la forme 

(a) f^ + .^'-"-1 = •I±-\ 

^ ^ as ,r a^ 

(f étant l'angle que forme la tangente avec l'axe des x) cette équation 
ne parait pas pouvoir s'intégrer, et, dans ce qui suit, nous devrons nous 
contenter d'approximations. 

Nous placerons l'origine au sommet de la courbe, en prenant pour 
origine l'horizontale de ce point. 
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Si une étendue assez grande y reste suffisamment petite pour que 
Ton puisse négliger le carré de cet angle, ce qui permet de supposer 

ds = dxy (p = sinç? = tangç = ~-> Téquation (a) prend alors la forme 
suivante, 

d^y ^ i dy (y-hl) 

— - — |- — -■— — — — =r o 

dx^ X dx à} ' 

équation dont l'intégrale est 



/"^ / X • X \ 

I -COSW C08W\ 1 



./■(-'■ 



-C08W 

e 



"*''*'*' j log(a7 sin* w ) rfcn). 



A, et Aj étant deux constantes arbitraires. Mais Aa est nul, car autre- 
ment jr serait infini pour a? = o, et, comme y est nul pour a? = o, il 
vient 



[b) 


v-t-X — — 

^ 21C, 


/ / -co«« 

/ [^ 

' 


d'où 


■ 




[c) 


dx 2 7: a./ 


Ç ( -C08W 



e 

t/ 



" )cosct)act). 



et Ton voit que -~- est nul pour ^ = o, ce qui devait être. 

Supposons que la goutte soit assez large pour qu'une valeur de y, 
de 9, inférieure à 20®, corresponde à une valeur / relativement grande 
de Xj et soit j^, la valeur correspondante de y. Nous aurons 



X [ ( -CO8W — co**'»^^^ J 

tangy,= — - / ye'' -^ e " ycoso)rfw. 

(*) Poisson (p. 21 3) pose une formule tout autre, sans faire connaître de 
quelle manière il y est arrivé; mais elle est inexacte, car elle ne satisfait pas à 
Féquation difTérenticlle. 



(à) 
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Mais, comme X est inconnue, la valeur de / ne peut pas être fixée 
apriori et est subordonnée à la solution du problème. 
L'équation {a) donne alors, par approximation. 

Quoique sous une forme plus simple, elle ne parait pas pouvoir s'in- 
tégrer. Nous sommes ainsi réduit à déterminer des valeurs approchées 

de (p et deic en fonction dcy^ en négligeant le carré de y- 

Si nous posons y = m -+- ^ , et si nous identifions après la substitution 
dans (c) les termes indépendants et dépendants de tj nous trouvons 

/ yx . du y-^-l 

(/) «'"«rfx = ^'- 

(/') ^SUlM-f- i^COSU^ = O. 

Si C est une constante arbitraire, la dernière de ces équations 
donne 



et Ton a, par suite, 



C 

i^ = - — j 

sinu 



C 
(g) siny = sinM -f- -.-cotM. 

Mais u déduit de {/) renfermera une constante arbitraire C, et Ton 
sera libre d'établir entre C et C telle relation que l'on jugera conve- 
nable, pourvu que j = ji , l'équation {g) donne 9 in= y, . Il nous est donc 
permis de supposer C = o, et, en intégrant l'équation (/), on trouve 

cosM = C0S9 = cosî?| - ^, [{y 4- X)^ - (j., H-X)^], 
d'où 



x — l=i coi(pd(p= I — -p 



-lcos?,-^[(j + X)'-(j,4-X)] 



dy. 



intégrales réductibles en fonctions elliptiques. 
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Soient h la hauteur de la goutte ou l'ordonnée du point de raccor- 
dement correspondant à cosy = — cosa. Nous aurons 

{i) C0S9, — ^ [(A H- X)^ - (7, 4- ay] = - cosa, . 

et Téquation [h) fera connaître la valeur x' de x du point de raccor- 
dement. 

On conçoit que Ton puisse exprimer que le volume de la goutte est 
donné, ce qui établira entre X et /une relation qui, jointe à la seconde 
des formules (2), permettra de déterminer ces constantes. Il faudra 
s'assurer ultérieurement que / est relativement grand, comme on l'a 
supposé. 

14. Liquides soustraits à l* action de la pesanteur. — Dans ce qui suit, 
nous considérerons avec M. Plateau une masse liquide en suspension 
dans un autre liquide de même densité avec laquelle elle ne peut se 
mélanger. 

Si la masse considérée est en repos, elle affectera la forme sphé- 
rique. Mais si on lui imprime un mouvement de rotation, selon que la 
vitesse sera au-dessous ou au-dessus d'une certaine limite, elle de- 
viendra un sphéroïde aplati, ou elle se décomposera en sphéroïde et 
un anneau tournant autour de ce sphéroïde. 

Soient n la vitesse de rotation ; x la distance d'un point quelconque 

de la surface à l'axe, le potentiel de la force centrifuge sera ; si 

l'on attribue à a la même signification que cî-dessus, et si l'on pose 
6' = -^^5 l'équation de la surface sera 

(0 s'^ïf* = ^3(^'-^x), 

X étant une constante. 

Elle peut se mettre sous la forme suivante : 
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OU, en multipliant par a?, 

On déduit de là, en appelant C une constante arbitraire, 

et 

X x C 
.r 






r C\ 

pour rintégrale de Téquation proposée. 

15. La surface diffère peu d'une sphère, — C'est ce qui a lieu quand 
la vitesse angulaire est suffisamment faible, et alors l'équation de la 
surface pourra se mettre sous la forme 

-^ - tangw — 4- 2w + ^(sin^5 -h X) = o, 

et a pour intégrale 

Xv» / i-Mang- 
f/ = Bsinô T^ '^ ^\ — i-+-sinÔlog r 



I — lang- 

2 







-^_L_sineiog ^4-^sin»5. 



^ 1 — lang - 



Pour que u ne soit pas infini pour ô = 90°, il faut que le» termes 


I -h lang - 

log ^ disparaissent ou que l'on ait 



e 

I — lan*î - 
2 



V» 



^-" l^b 
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et alors, en comprenant la constante de — y^dansFindéterminée— ^ » 
il vient 



8 



w=:Bsinô ^ -4- -^sm^9 



et 

du '» 



^ = B cosô ^sinô cosô. 

Pour que la tangente au sommet soit perpendiculaire à Taxe de 
rotation, il faut que B soit nul ou que Ton ait B = o, et par suite 



Xt» V 






/- 
Si nous prenons pour i le rayon de la sphère équivalent au sphé- 

roïde, il faut que / ii^ dô soit nul, ce qui donne 



I 

7=7 



et 



"=-4^G-*'»'^)' 



En coordonnées rectangulaires, nous aurons pour Téquation de la 
surface, 

x^ -h y^ = ^^{l -h uY = t^{i -h 2u) 
ou 



x^ 






OU encore, aux termes près du second ordre. 



..« + ^=.a(,-^) + ±a.'. 



ce qui est l'équation d'un ellipsoïde en révolution aplati dont il est 
facile de trouver les axes. 
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16. La surf àce diffère d'un tore. — Nous supposerons qu'il est ainsi, 
sauf vérification ultérieure, lorsque la distance de la masse à l'axe de 
roUition est très grande par rapport aux dimensions transversales de 
l'anneau. 

Soient c le centre du cercle générateur; / sa distance à Taxe, nous 
avons 

X = /-h ï sinô ; 



en désignant par C une constante 



I sinO I 

Par suite, 



sinC — ^/(i — COS26) 



d'où 

u = C-h -(\r "'"7)^ cos5— ^cos25-H Acosô h- Bsin5, 
= -f-Ti 7) (cosô— SsinO) 4- jj^sin20 — Asih5 -h Bcosô. 



f/n 

7/Ô 



On doit avoir — = o pour 6 = go*', d'où 
Par suite, 



.// = -(^yT ^) (cos5 — 0sin5 — -sin5j -h ^jCos25 -h BsinÔH-C; 

B et C restent indéterminés, en raison même de l'origine qui n'a pas 
été fixée. Si nous la plaçons au milieu du diamètre horizontal, u devra 
avoir la même valeur pour = 90*^ et 5 = — - 90", d'où 






87^ 



4«. 
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t^ III. — Des liquides uniquement soumis à leurs actions mutuelles. 

Si Ton introduit une masse déterminée M d'un liquide A dans un 
milieu formé d'un autre liquide B de même densité que le précédent • 
mais avec lequel il ne peut pas se mélanger, A se trouve dans les 
conditiqpsd'un liquide uniquement soumis à ses actions mutuelles, et 
c'est ainsi que M. Plateau a obtenu expérimentalement, suivant les 
conditions qu'il imposait à M, les différentes formes que peut affecter 
un solide de révolution dont la moyenne courbure est constapte. Nous 
avons ainsi a nous poser un problème résolu déjà depuis longtemps 
par bien des savants, mais en nous efforçant à en simplifier la solu- 
tion. 

17. Équation générale des surfaces de révolution dont la moyenne 
courbure est constante, — L'équation (i) du n*'2 nous donnera l'équa- 

Fîg. T). 




tion différentielle de la surface de révolution que peut affecter une 
masse liquide soustraite à l'action des forces extérieures en y supposant 

S =. o, et, en représentant la constante - par 2 A, nous aurons 

-'-+---2A 
H ^ IV — ^^- 



CAPILLARITÉ. ^|S, 

Soient {fig. 0) 

Oj l'axe de révolution; 

Oj:* la perpendiculaire en un point quelconque déterminant avec Ox 
une section méridienne que nous allons considérer ; 

9 Tangle que forme avec Ôx la tangente en un point m dont les coor- 
données sont X çXy\ 

m\ la normale en m limitée à Ox\ 

s Tare de la courbe mesurée à partir de O v. 

Nous avons 

j j i do ros odo i i 

d'où 

co9>od^ sin«p . 

. — — '^~~~~~ — ji j\ 



SI no 



m \ .r 



OU 

djrsino 



= 2Ax 



dx 

En intégrant et désignant par B une constante arbitraire, on trouve 

\a;î-hB 



(i) sin(p = 



X 



Remarque. — Si la surface est fermée, on a 9 = pour a? = o, par 

suite B = o et 

siny = Aj?. 

On déduit de là, en désignant par C nne constante, 

dv ^ A T. 

77. = ^»^g^ = 



I /■ 



et enfin 

équation d'un cercle. D'où il suit que la sphère est la seule surface de 
révolution à courbure moyenne constante qui soit fermée. 

Revenons maintenant à l'équation (i), et désignons par o^i et x^ les 
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valeurs de x qui correspondent à y = 90*^, y == — 90^. Nous aurons 

a?, = A^, -t- B, 



d'où 



A= ! — , B = - ^^^* 



> 



*/*! — «Z^j ./^j "^ iiPj 

et, en substituant a?, et Xj aux constantes A et B, nous aurons 



smc) = 



»X-' "~~" *jC \ •■* j 






tangç) = ±: 



*jC ~~~ "^'l •-* 2 



Si nous posons 

a?^ = oc\ cos^ + -^- ^4 sin^ ^^ 

y^ étant un angle auxiliaire, ce qui est permis puisque x^ et x^ sont les 
valeurs extrêmes des x^ nous aurons 

tanffci = ±: ' , / ' . . — r^—^ = ~ ' 



cir = -— 



(^J — X\) ÛXi^Q,0%^d^ 



sjx\ cos^<); -f- x\ sin*<J' 

d'où 

g(r==^V^^?cos^^^-Ha7;;sini{;t/^HF . , ^'^' ^ ■ «Z 

Si nous plaçons l'origine des coordonnées de manière que Ton ait 
j = o pour a? = o, nous aurons 

Nous aurons ainsi deux systèmes de courbes selon que x^ sera de 
même signe que Xy ou sera de signe contraire. 



NOTE 



SUK LE MOUVEMENT ET LA DÉFORMATION D'UNE BULLE LIQUIDE QUI S'ÉLÈVE 
DANS UNE MASSE LIQUIDE D'UNE DENSITÉ PLUS GRANDE. 



En 1733, Maupertuis a donné, dans les Mémoires de l'Académie des 
Sciences, la solution du problème du mouvement d'une bulle d'air dans 
un liquide. On a reproché à notre ancien Confrère d'avoir admis que la 
bulle reste sphérique. 

Un géomètre belge, M. Pagani, a publié, en i834, dans le Journal 
de Crelle^ un Mémoire sur le mouvement d'une bulle (B), Jiquide ou 
gazeuse, en tenant compte de la résistance au mouvement opposée par 
le jiquide ambiant (A). Il est arrivé à des résultats qui séduisent au pre- 
mier abord et dans lesquels la cycloïde joue le principal rôle ; mais, en y 
regardant d'un peu près, on reconnaît que, en négligeant la résistance 
de ( A ), la bulle serait un cylindre vertical indéfini, ce qui n'est pas pré- 
cisément conforme à l'observation. 

Maupertuis était donc moins éloigné de la vérité que M. Pagani en 
admettant, a priori^ comme un fait acquis, qu'une bulle affecte à très 
peu près la forme sphérique, fait qui n'a reçu que plus tard son expli- 
cation, en partant de la formule de Laplace relative à l'influence, sur la 
pression, de la courbure de la surface d'un liquide. Cette formule, 
néanmoins, n'est pas toujours suffisante pour conduire à une solution 
rationnelle de certains problèmes qui se rattachent à la théorie de la 
capillarité; on a alors recours, pour faire disparaître l'indétermination, 
à des hypothèses plus ou moins plausibles, qui conduisent quelquefois 
à des résultats plus ou moins conformes à ceux de l'observation. C'est, 

6.. 
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notamment, ce qui a lieu dans la question dont nous avons à nous oc- 
cuper, et qui ne comporte qu'une seule équation à peu près exempte 
de reproche. 

La surface de (B) est évidemment de révolution autour d'une verti- 
cale 01 rencontrant en I le niveau H'H du liquide ambiant. 

Considérons une section méridienne et soient 

A'O AiT le plan de l'équateur; 

z la distance OI du centre O de Téquateur à H' H ; 

n, p les poids spécifiques de (A) et (B); 

B, B' les pôles supérieur et inférieur de la surface de (B) ; 

/w, m' deux points appartenant respectivement à A'BA, A'B'A et cor- 
respondant à la même abscisse On = a?; 

mn = j, m'/i =y les ordonnées de m, rri\ 

R le rayon de courbure en /w, et R, la normale au même point limitée 
par 01 ; 

R', R'^ les longueurs semblables qui se rapportent à wl\ 

p. le coefficient de capillarité ; 

9 l'angle mYx formé par la tangente en m avec Ox\ 
V la vitesse censée constante des molécules du filet élémentaire mm 
ayant pour section dw. 

Nous ferons abstraction de la pression atmosphérique, qui dispa- 
raîtrait presque immédiatement des résultats du calcul. 

Si la bulle était en repos, h s pressions en m et m! seraient respecti- 
vement 



n(2-t-y)H-fx(jj7 4-j^); 



mais, à l'état de mouvement, la première de ces pressions doit êtce 
augmentée de la résistance opposée au mouvement par (A) et que, 
d'après ce qui a été admis jusqu'à présent, nous représenterons par une 
expression de la forme 

fx-V^cos*(p, 
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en désignant par K et a deux constantes absolues dont le rapport ne 
dépend que de la nature de (A) et (B). 

L'équation relative au mouvement vertical du filet mm! défini ci- 
dessus est, abstraction faite du facteur commun e/o), 

n{2 -H/) +fx(i-, + ^)- n(z -y) 



ou 



Telle est l'équation que nous avons énoncée; elle sera d'autant plus 
exacte que : i*' la bulle sera plus petite, relativement à l'hypothèse 
que nous avons faite sur la constance de la vitesse V dans un filet ver- 
tical; 2^ cette vitesse sera JdIus faible, puisque nous avons estimé les 
pressions extérieures de la même manière que si les particules de (A), 
qui se trouvent dans le voisinage de (B), n'entraient pas en mouve- 
ment. 

Si (B) n'éprouvait pas de résistance au mouvement de la part de (A), 
Téquation (r) serait satisfaite par 

P dS I I I I f 



|-| Y \A y a A a a 






en donnant ainsi une signification à la constantes. 

Sî\ donc la bulle était primitivement sphérique, comme 
poserons dans ce qui suit, elle ne subirait, dans rhypotliè 
aucune déformation en s' élevant dans (A), et, sous ceraf^ 
pas à critiquer Maupertuis, en ce qui concerne toutefois une U 
compressible. 

La déformation de la bulle n'est donc due qu'à la résistanc 
résistance que nous considérerons comme assez petite poi 
puisse en négliger le carré. 
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Posons, en conséquence, 

r= Om = a{i -h u), r'= Om' = a{i -h m'), 
Q =mOx, Q'=m'Ox, 

en désignant par m, u' des quantités qui, de même que [0 — ô'), sont de 
l'ordre de la résistance, ou, si Ton veut pour plus de simplicité, de 
Tordre de R. On a, au degré d'approximation convenu. 

On obtiendra des expressions semblables pour ô? ^t ^> en substi- 
tuant u' à i^, d' à 0, et même, au degré d'approximation convenu, en 
faisant ff =0'y si donc nous posons 

(2) w^u — u\ 

m 

l'équation (i) devient 

i(n-p-^ ^)a[{i + tt) sin0 -f- (H- a') sin0'] 
^'^ ( ^^(^-^tangô^ + ..)-^KV»sin»e=o. 

La résistance éprouvée par la sphère, rapportée au volume, a pour 
valeur 



(*) Soient, en effet, r la distance de m à CI, d(a un élément de la zone élé- 
mentaire de rayon r; la composante de la résistance sur dia suivant 01 est 

i^V«sin»6e/a), 
a 

d^oii, pour la zone entière, 

— V'2irra<iQsin'6 = — 2ica' sin'6cos6rf0, 
a a 
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En continuant à négliger les termes du second ordre, l'équation (3) 
sera satisfaite en posant 

(5) ^ - 2 tangS ^ -h 2^ H- KV» (^sin9 - sin^ô) = o. 

En remarquant que Vrf/ = — cfa, Téquation (4) devient 

(4) "^-it — ôi^-îV^ + n — p = o, 

et fera connaître V en fonction de z, en exprimant que, au point de 
départ de la bulle correspondant à z = z©» oï^ a V = o. La bulle, tout 
en se déformant, sera donc animée d'un mouvement de translation 
vertical, qui est le même que si elle restait sphérique. 

On a, pour l'intégrale générale de l'équation (5 ) et en désignant par 
A et B deux constantes arbitraires (* ), 

— iH- sinô log ^ j -h 7 RV^ sinô logcosô 

i-tang-y 

KV« / H-tang- 

H--7-sinÔI —sinô-hlog ^ 

\ I — tang - 



et, pour rhémisphère supérieur, 

« Jo a a 

En rapportant cette valeur au volume de la sphère, on trouve 

(*) Si Ton considère en général l'équation 

d^w dw 

-^ — 2Ung6— -h2«P'-hF(e) = o, 
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mais 

/ . 0\ 

i-hlang- (sm — hcos-j /a a\ 

log 1 = log ^ — \^^^ = 2log (sin- H- cos ^) - logcosô ; 

I — tang - ^ ^ 

par suite, 

i w= Bsind — A-f- 2(a H — 7— j sin log (sin- 4- cos - j 
( — A sinô logcosd 7— sin^0. 

Pour que w ne devienne pas infini pour Q = 90**, il faut que A = o ; 
alors on a simplement 

o • ^ KV« r . ^ I / . e . 0\ 8in«61 
M^ = B sin9 H sm9 log( sm - ■+- cos - j ; 

d'où 



div ^ . KV 

t/0 




= B cos6 H 1 cos9 log ( sin - -f- cos - j 



/ 6 . 0\ 

. ^ ( cos sm- I 

sinO \ 2 2/ 



sm — h cos - 
Comme OA et OB sont deux normales, il faut que -^ = o, -ng- = o. 



son intégrale est 

6 
I 4- tang - 

iv=Bsin6-hA( — i-+-sinôlog 



e 

I — tang - 



a 



— sin 6 r -r-;^'? — - rF(e)sinecoserfe. 

J sm*0cos6j ^ ' 



On arrive facilement à ce résultat en posant ^ = V sinO, ce qui conduit à une 
équation linéaire du premier ordre dont la fonction est --^ • 
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par suite -n^ =o pour 6 = 0, 6 = 90**, ce qui exige simplement que 
B = o. Alors on a, en définitive, 

(7) H^ = w~a'=-j-sinÔ|^log(^sin^+cos-j~ -^]. 

Il suit de là que, si 6 croit de o à 90^, w diminue depuis o jusqu'à 

(«) -^(i-logv/2)=-o,o769RV^ 

En prenant a égal au rayon de la sphère équivalente au volume de 
la bulle, on a, en appliquant l'un des théorèmes de Guldin, 



^ :7a'= 27raM J' (Lt^Y dQ^ii -^u)cos9 



3 



rfLïjiyde'i{i-^u')cosff 



2 




\i 4- 3tt) cosô de -^f\i ^- 3w') cosô'dô' 
d'où 



(9) f {u-h u')cosQd9 = 0, 

Au point où nous sommes arrivé, on voit que le problème est encore 
indéterminé et que l'on peut donner au profil A'B'A toute forme peu 
difierente de la circonférence de rayon a, pourvu que cette forme soit 
symétrique par rapport à OI et qu'elle soit normale à AA'; l'équation 
de la courbe devra renfermer un coefficient indéterminé dont la 
valeur se déduira de l'équation (9). Mais les considérations suivantes 
jetteront peut-être une certaine lumière sur cette dernière partie de la 
question. 

Les recherches les plus récentes sur la résistance opposée par un 
liquide à un corps solide en mouvement sont dues à Poncelet ; mais 
elles ne conduisent pas à la loi de la répartition des pressions élémen- 
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taires sur la partie postérieure du corps. Il y a tout lieu de croire 
cependant, d'après l'observation qui donne une idée de la manière 
dont se comportent les molécules fluides à l'arrière, que la pression 
est plus forte aux environs de A', A qu'en B'. 

Dans l'ignorance où nous sommes, à ce sujet, nous admettrons que 
la pression extérieure sur la partie A'B'A de la bulle est uniforme, ce 
qui conduit naturellement, par suite, à considérer cette partie comme 
un hémisphère dont le rayon croîtra avec V. 

En supposant donc u' constant et portant dans la formule (9) la va- 
leur w déduite de l'équation (7), on trouve 

lu = 6 "" " / 'og( sm- -h cos- jsmtida& 

. d'où 

(10) m'=o,o25oRV^ 

Cette quantité étant positive, le profil A'B A sera aplati et, en se re- 
portant à l'expression (7), l'aplatissement en B, par rapport à la sphère 
de comparaison, sera 

(11) o,o5I9KV^ 

Cet aplatissement est donc à peu près le double du gonflement (10) 
à l'équateur. 
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COMMENTAIRE A LA THÉORIE ANALYTIQUE DE LA CHALEUR DE FOURIER. 



L'unique édition (1822) de la Théorie de la chaleur de Tilluslre 
Fourier ( * ) est épuisée depuis bien des années. Les volumes, en nombre 
restreint, dont elle se composait, ont été absorbés en grande partie par 
des pays étrangers, surtout par l'Allemagne, d'où certainement ils ne 
nous reviendront plus. Cet Ouvrage ne se trouve, à Paris, que dans 
quelques bibliothèques ouvertes au public, et dans des bibliothèques 
spéciales destinées exclusivement à des catégories déterminées de p er- 
sonnes. 

La plupart des bibliothèques municipales et universitaires de pro- 
vince n'en possèdent pas. 

A la suite de ventes de bibliothèques particulières, on en trouve de 
temps à autre un exemplaire dans le commerce, mais la plupart de 
nos géomètres ne sont pas en situation d'en faire l'acquisition, en 
raison du prix élevé auquel il est porté. Aussi le chef-d'œuvre de l'une 
de nos plus grandes gloires scientifiques n'est-il généralement connu 
de nos jeunes générations que dans certaines parties, purement analy- 
tiques, introduites dans les traités modernes de Calcul intégral (^). 

(*) Jean-Baptiste-Joseph Fourier est né à Auxerre le 29 mars 1768, et mort à 
Paris, secrétaire perpétuel de TAcadémie des Sciences, le 16 mars i83o. 

(*) Voir notamment le Traité de Calcul dijfférentiel et intégral de M. J. 



># THÉOBIE ASâLTTIQCE DE LA CHALETB. 

Jlom ai-je ircoonu, depuis longtemps, l'otîlité qne présenterait la 
poUîcatioo d'un extrait des parties essentielles de la théorie de 
FoarKr: je ne songeais pas à entreprendre moi-même ce traTail, mais 
qiKrlqaev^ns de mes amis m'ont engagé à m*exécater, et j^anrais eu 
■ranaise grâce à ne pas me rendre à leurs désirs. 

Toutefois, je n*ai pas cru devoir sui\Te Fourier pas a pas sur les 
points suivants : l'^au lieu de déduire l'expression du flux de chaleur 
dans un corps homogène de la considération d'un mur indéfini , je l'ai 
éfaMie directement en partant de la loi du rayonnement particulaire à 
tra%'er% un élément plan ; 2" j'ai posé les équations en coordonnées cy- 
lindriques et spliénques du mouvement de la chaleur dans toutes leurs 
généralités, au lieu de me restreindre à des cas particuliers; 3"* j'ai sup- 
fHimé les développements métaphysiques auxquels Fourier s'est livré 
sur la clialeur, et qui ne sont plus conformes aux idées actuelles des 
physiciens ; 4^' j'^î également supprimé ses études préliminaires, qui ont 
fpréi'À^é le développement en série trigonométrique d'une fonction pé- 
riodique, et finalement la représentation d'ime fonction arbitraire au 
moyen d'intégrales définies. 

Pour éviter toutes recherches au lecteur, j'ai donné en note au bas 
de la page les différentes intégrales et les formules dont on a besoin, en 
en donnant des démonstrations ou plus simples ou plus rigoureuses 
que celles qui se trouvent dans la Théorie 'de la Chaleur, démonstra- 
tions empruntées à divers géomètres qui sont arrivés après Fourier. 

J'ose espérer que ce Commentaire, une fois compris, facilitera la lec- 
ture des Ouvrages suivants, que Ton ne saurait trop recommander : 
i^ Théorie mathématique de la chaleur, par S.-D. Poisson (') (i835); 



Bertrand ( 2* Vol., 1870) ; le Traité de Calcul infinitésimal Ae M. Duhamel (1876) ; 
l« Couru d* Analyse de V École Polytechnique Aq M. Sturm (i873);leCottr^</e 
rulrul différentiel et intégral àe, M. J.-A. Serret (1880). 

(* ) Kn rlehoFA de digressions sur le rayonnement, le refroidissement et sur Tin- 
f^%fn^\f9U Ac.% /•quations au\ difTérentielles partielles, Poisson ne s^est principa- 
Ufft^M rrr.rup/i que du mouvement de la chaleur dans la sphère, indépendamment 
4^ t/viff^ hypothèfti* Aur la répartition de la température initiale intérieure et sur 
l:t kn 4^ \n v/irjatjon de la température du milieu ambiant avec la position des 
AUfft^tff^, (^f> h surface avec lesquels il est en contact. Il fait ensuite Tapplicalion 
4V* '>^ f^fffftitl^A au mouvement de la chaleur à l'intérieur et à la surface delà 
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2® Cours de Physique mathématique, par M. Emile Mathieu (' ) (1873) ; 
3** Leçons sur la Théorie mathématique de la chaleur (1861), par M. G. 
Lamé('). 

§ I. — Généralités. 
1. Dujlux de la chaleur, — Soient 

fifcr, dis' les volumes de deux éléments matériels très voisins m, m' d'un 
corps solide homogène ; 

V,, \\ leurs températures, la première étant censée inférieure à la 
seconde ; 

r la distance des deux éléments ; 

F(r) une fonction de la distance r, dépendant de la nature du corps, 
qui décroît très rapidement quand raugmente, et devient insensible 
ou nulle quand r atteint ou dépasse une certaine limite /*, , très petite 
et du même ordre de grandeur que les intervalles intermolécu- 
laires. 

Une induction théorique tirée des résultats de l'expérience conduit 
à représenter par 

F(r){Y,-Y,)dadrff'dt 

la quantité de chaleur envoyée par m' k m dans le temps dt, l'excès 
de température V'^ — V, étant nécessairement très petit, en raison delà 
continuité que présentent les phénomènes naturels. 



terre. Ces deux questions avaient déjà été traitées à peu près de la môme ma- 
nière par Laplace dans le 4° Volume de la Mécanique céleste, 

(^) M. Emile Mathieu a notamment ajouté deu\ chapitres importants à la 
Théorie mathématique de la chaleur, Tun qui se rapporte à l'équilibre de cy- 
lindres indéfînis de différentes formes, et l'autre à l'équilibre de température de 
l'ellipsoïde. 

(*) Lamé, abandonnant le chemin battu, a abordé la Théorie du mouvement 
de la clialeur, non plus dans l'hypothèse d'un solide homogène, mais plus géné- 
ralement dans celle d'un corps cristallisé. Comme il y a peu de connexité entre 
cet Ouvrage et celui de Fourier, je ne crois pas devoir en dire plus. 
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Soient 0.r, Oj, Oz trois axes rectangulaires; rfo un élément super- 
ficiel compris clans le corps et appartenant à un plan indéfini (P) pa- 
rallèle à zOy. 

Pour obtenir la quantité de chaleur £ qui traverse rfw dans le 
temps dt, il suffit de faire la somme des quantités de chaleur envoyées 
par les molécules m' du corps situées d'un côté de (P) à celles des 
molécules /w, situées de l'autre côté de ce plan, pour lesquelles les droites 
/w, m\ rencontrent don dans l'intérieur de son périmètre. 

Soient 

a?, y, z les coordonnées du centre de gravité G de dot; 
V la température en ce point ; 

jc '\~ /, y -\- hy z -T- k les coordonnées de m ; 
œ -^ l\ y -'- h\ z -r- k' celles de m\ 

D'après le principe élémentaire admis plus haut, les longueurs/» A, 
X-, /', h\ k' sont très petites, et nous pourrons négliger leurs puissances 
supérieures à la première, leurs produits deux à deux, etc., ce qui re- 
vient à poser 

' ax dv dz 

' ax ay dz 

On a donc, pour la quantité de chaleur cherchée, 
£ = <^i\^f{^- l)^{r)d7sdrs' 

Par suite du groupement symétrique- des particules du corps par 
rapport à la parallèle en G a Ox^ particules qui peuvent être consi- 
dérées comme ayant le même volume, on voit qu'à une valeur de r cor- 
respondront deux systèmes de A, A', A:, k' identiques, mais affectés de 
signes contraires; il résulte de là que les deux dernières intégrales de 
l'expression ci -dessus de z sont nulles, et que l'on a simplement 

£ = di^fF{r){t- l)dtsdu\ 
Déterminons d'ahord la portion e' de e qui se rapporte aux mole- 
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cules ni et //i, pour lesquelles la distance r reste constante en gran- 
deur et en direction. Nous supposerons, pour fixer les idées, que les 
molécules m! sont situées au-dessous de drù par rapport au plan yOz 
censé horizontal. Ces molécules déterminent un cylindre oblique pa- 
rallèle à r, ayant pour base e/w ; de sorte que Ton peut prendre 

dfs' ^=^ d^dt \ 
d'ailleurs on a la relation 

/ — /' — rcos(r, a?), 

et la limite de /' est --rcos(r, a?); il vient donc, en effectuant une 
intégration par rapport à /' entre o et cette limite, 

£' = — rf/^F(r)r*cos'^(r, x)dtùdjs^ 
et, par suite, 

c -dl-j-dfji I F(r)r^cos^(r, a7)dfe. 

Cette intégrale s'étend à toutes les molécules m situées au-dessus de 
dta et à toutes les valeurs de r comprises entre o et r, , et par consé- 
quent c'est une constante a qui ne dépend que delà nature du corps. 
Nous avons ainsi 

(i) £ :=— a-y-e/ci) e//. 

dV 
La constante a est essentiellement positive , attendu que -j- est 

négatif et s positif, puisque le mouvement de la chaleur ne peut avoir 
lieu que de la partie la plus chaude du corps vers la partie la plus 
froide; elle a reçu le nom de coeffijcient de conductibilité intérieur. 

Si nous considérons la quantité de chaleur envoyée par m' W m 
comme une force dirigée de la première de ces molécules vers la seconde, 
et que nous transportions toutes les forces semblables parallèlement à 
elles-mêmes en G, leur résultante sera g, et, en raison du groupement 
symétrique des molécules* par rapport à la normale en G à rfw, elle sera 
dirigée suivant cette normale. 

• Le flux de chaleur^ qui, à un instant donné, se rapporte à un élé- 
ment rfo), est la quantité de chaleur qui traverse cet élément rapportée 
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^ _^ . i .^ -uu£e de temps. Dans les conditions ci-dessus, 

^ -«^ 

_^..i» Ml- une droite perpendiculaire à rfw ou à Ox. 
> .vs. jtu \ tst lejlux de chaleur au point G estimé paral- 

•..^. .i ... ^t fntalc duflu^r de chaleur relatif à un point déterminé 
,. .K.*nOiiK-nc à un instant quelconque. — Soient 

. -4. iioiN a\i*s rectangulaires partant d'un point m du solide; 
.: . /*i' dy\ me ~ ■- dz des longueurs infiniment petites portées 
, >^A V ioouuMit suivant ces axes à partir de m ; 
i.iv vlu hiiuif-le élémentaire abc; 

. il X .iii^lcs formés par la normale à cet élément avec mx^ my^ mz ; 
\ * ilu\ vie ilialt'ur <iui se rapporte au même élément; 
\ \ , /. Ws tlu\ <le chaleur en/w, parallèles aux trois axes. 

I .1 iiu.uililé de chaleur qui pénètre dans le temps dt dans le tétraèdre 
,4.\ //* pal" le» (iices hmc ^^ d(ù cosX, cma = rfw cosjul, amh = dtù cosv, a 
piMir e\prcH»ion 

dt //'#) { X cosX -h Y cos/jL -h Z cosv ) . 

In en lef rancliant la quantité de chaleur N dtù dt qui s'échappe par 

ri/'e, d !'<••»•<• 

dt do) ( \ cosX H- Y cosjjL -i- Z cosv — N ). 

i\l»ii*t M'ffit dernière quantité de chaleur ne serait employée qu*à 
I livei d'une quantité infiniment petite la température du tétraèdre qui 
I iit du iroMièrne ordre; elle est donc nulle, et nous avons ainsi 

/ ; NX cosX -f Y cosjx 4- Z cosv. 



<V/i/nf /, /é, ï les coordonnées de l'extrémité de la droite mN qui 
té y$^ ^'hU-, S. l/é(|ualion (3) revient à la suivante 



'"N X;^N ' ^';^N+^in^' 
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d'où 

^^ H- vi' -I- Ç^ ^ Xx -F Y>2 -f- ZÇ, • 

ou encore 

(X- ï) +(-c- ,-) +(?-,-) = --4 

On voit ainsi que, si, à un instant déterminé, on fait varier Torien- 
tation de Télément rfw, i® le lieu des points N est une sphère passant par 
le point m; 2^, il y a une position de l'élément pour laquelle lejlux atteint 
une valeur maximum que nous désignerons sous le nom de flux principal ; 
3** le flux de chaleur estimé suivant une droite quelconque est la pro- 
jection du flux principal sur cette droite; 4** le flux principal est la résul- 
tante géométrique de trois flux à angle droit {*), 

5. Équation du mouvement de la chaleur en coordonnées rectangU" 
laires, — Soient Oo?, O/, Oz trois axes rectangulaires auxquels on rap- 
porte un solide homogène dans lequel la chaleur est en mouvement. 

Considérons un parallélépipède élémentaire ayant son sommet en m 
et pour arêtes dx^ dy^ dz. La quantité de chaleur qui, dans le 

temps A, pénètre dans la face dydz qui passe par m a pour expression 

« 

— ddydzdt-^y 
et celle qui en sort par la face opposée 

d'où, pour la différence, 

cadtdxdy dz -r-^' 



(*) Le flux principal est normal à la surface isotherme passant par m à Tinstant 
considéré. En effet, on a, par exemple, 

^ X dx 

COSA = 



v/X«-hY*-+-Z« 



/dS^ dW^ dS^ 
V dx^ "^ dy^ "^ dz^ 



ce qui est bien le cosinus de l'angle formé par Ox par la surface V = const. 
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En ajoutant cette expression à celles que Ton en déduit en chan- 
geant X en y et 5, on trouve que la quantité de chaleur qui reste dans 
l'élément est 

udtdxdydz[-j^, + -^^ + -^y 

Mais cette quantité a été employée à élever de --rr dl la température 
du volume dxdydz^ ou a produire TefTet calorifique 

^ dxdydz —TT dt^ 

en désignant par |3 la chaleur spécifique du corps rapportée au vo- 
lume. Si Ton égale cette expression à la précédente, et si Ton pose 



(4) 


^'-r 




on trouve 






(5) 


</»V rf«V rf'V 

dx^ ' dv* "*" dz* ~ 


" K» dt 



Lorsque la température en chaque point du corps varie avec le 
temps, on dit que le mouvement de la chaleur est variée et l'équation (i) 
est celle de ce mouvement. 

Quand la température reste constante en chaque point du corps, on 
dit qu'elle est stationnaire ou que le mouvement de la chaleur est uni- 
forme. Dans ce cas, on a 

d\ 
-dt-''^ 

et l'équation ( 5 ) se réduit à 

,.,. d^\ d*\ d*y/ 

4. Conditions relatives à la suif ace. — La fonction V, qui représente 
la température au point (^, j, 5), ne doit pas seulement vérifier l'équa- 
tion aux différences partielles (5) ou (5'), il faut encore qu'elle satis- 
fasse à la condition relative à la surface, dont nous allons maintenant 
nous' occuper. 
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Comme, dans ce qui suit, nous ne considérerons que des corps placés 
dans des milieux dont la température est uniforme, nous pourrons, 
pour plus de simplicité, substituer à la température intérieure du corps 
son excès sur celle du milieu ambiant, ce qui revient, en définitive, à 
changer l'échelle thermométrique en prenant pour o la température 
du milieu . 

Soient dr uii élément de la normale menée au point m de la surface 
du corps, mesuré à partir de ce point; dtù l'élément de la surface en m. 

La quantité de chaleur qui s'échappe par rfo dans le temps dt 
est ( I ) 

— a -r- aw at. 
dr 

En admettant que V soit assez petit pour que la loi de Newton rela- 
tive au rayonnement soit admissible, la quantité de chaleur rayonnée 
par d(ù dans le temps dt est la forme hY dtù dty h étant une constante 
qui ne dépend que de l'état de la surface et de la nature du milieu, et 
qui a reçu le nom de coefficient de conductibilité extérieure. Nous avons 

donc 

dN 
— cc-zr-dcùdt^ fiY d(ù dt. 
dr 

ou 

(a\ ^V V 



dr n 



en posant 

(7) 



h I 



• 



a n 



La condition (6) devra être transformée en* raison du système de 
coordonnées dpnt on aura fait choix. 
Revenons aux coordonnées rectangulaires. 
Soient 

(8) f[x,y,z)^o 

l'équation de la surface, et 



-v/(2)*-(l)'-(l)" 
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On a 



d\ _ d\ djc ^ d\ dy ^ ^ _ l(d^ àf_ dV dj 



dr djc dr dy dr dz dr à\dr da: dy 

et la condition (6) prend la forme 



dy dz dz) 



^"^ ^\dx dx dy dy dz dz) n " * > 

Ainsi, pour qu'une intégrale de l'équation (5) ou (5') soit admis- 
sible, il faut qu'après l'avoir substituée dans Téquation (9) on obtienne 
un résultat compatible avec l'équation (8). . 

Il est facile de vérifier que l'équation (9) n'est qu'une conséqlience 
de la formule (3) du n** 2, en supposant dans cette dernière 

V d\ ^ d\ ^ d\ ^^ ,.- 

aj; dy dz 

5. Condition relative à l'état initial dans le cas du mouvement varié 
de la chaleur. — A l'instant pris pour origine du temps, la température 
en chaque point du corps ne dépendra que de sa position ou de ses 
coordonnées. On pourra donc la représenter par une fonction de la 

forme 

^[oc,y,z\ 

et qui est censée donnée. 

Ainsi, en supposant que Ton ait satisfait à l'équation (5) et aux con- 
ditions (8) et (9), il fau( encore, pour que la solution obtenue soit ad- 
missible, qu'elle satisfasse à cette nouvelle condition 

(10) V — F(a:,j, z) pour/— o. 

6. Équation du mouvement de la chaleur en coordonnées cylindriques 
— L'équation qu'il s'agit de trouver pourrait se déduire de l'équa- 
tion (5) par une transformation de coordonnées, mais il est bien plus 
simple d'y arriver directement. 

Soient r la distance à l'axe Oz d'un point quelconque m du solide 
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dont l'ordonnée est z ; ^ la longitude ou Tangle formé par le plan raéri- 
dien mOz avec le plan zOx. 

Un élément de volume peut être considéré comme étant déterminé 
par trois couples de surfaces orthogonales» savoir : i** deux cylindres 
circulaires ayant Os pour axe et r, r-+- dr pour rayons; 2^ deux plans 
méridiens qui forment avec le plan zOjc les angles <J^ et ^ -h d^; 
3^ deux plans parallèles au plan xOy, et dont les ordonnées sont z et 
z -f- dz. 

La quantité de chaleur qui entre pendant Tinstant dt dans l'élément 
de volume par la face située sur la surface du cylindre cle rayon r est 

— OL al r a^ az -J-. y 
et celle qui sort par la face opposée 



d'où, pour la différence, 

(a) ocdtdrd^dz(r^ + ^y 

» 

La chaleur qui entre par la face située dans le plan méridien dont la 
longitude est ^ est 



— a dl dr dz 



rd^ 



et celle qui en sort par la face opposée 

, drdz ld\ d^\ j, 

d'où, pour la différence, 

dr dz r/6 d* V 



h] Oidl 



r d^^ 



Enfin 9 par les faces correspondant aux ordonnées 2, z -^ dz^\\ entre 

10 
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et sort respectivement les quantités de chaleur 



cdlrd^dr{^-^-^^dzy 



dont la différence est 

[c ) a dtrdh drdz --r^ 



\jà. quantité de chaleur retenue par Télément ou la somme des ex- 

A 
di 



pressions (a), (i), (c) a servi à élever de —ndt sa température ou à 



produire l'effet calorifique ^jrd^dzdr -j-dt. 

En établissant l'égalité et se reportant à la convention (4), on 
trouve 

^' '^ ^17^ "^ dr '^ ^ dz^ "^ i> d^^ ''~~ K« dt ' 

m 

//V 

En supposant dans cette équation -.- — o, on obtiendra celle qui se 
rapporte au mouvement uniforme. 

7. Équation du mouvement de la chaleur en coordonnées sphériques. 
— Soient 

/'la distance d'un point m quelconque du corps h l'origine O; 

Q sa colatitude ou l'angle mOz ; 

^ sa longitude ou l'angle formé par le plan mOz avec le plan zOx. 

Nous déterminerons un élément de volume par les intersections de : 
1 ^ deux sphères ayant O pour centre, et r, r -f- dr pour rayons ; 2*^ deux 
cônes de révolution autour de Oz, dont les demi-ouvertures sont 
6,6 -h dO ; 3" deux plans méridiens dont les longitudes sont ^|/, ij^ -H rf^. 

Les quantités de chaleur qui entrent et sortent respectivement par 
los éléments de surfaces sphériques de rayons r etr-h dr sont respec- 
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tivement 

-adlrsinOdi^rde^ ^ - adtsmO d^ dô (r^ -Vr), 
— udl sin 6 d\^ dO (r -~j-'- — Vr h r -^-^ dA , 
d'où, pour la différence, 
(a) adld^^dedrsmOr—J'^ 

Les éléments situés sur les surfaces coniques déterminées par les 
cingles O^ô -\- dO donnent de même 

— OL dl r s\nQ d^ dr -~rz =— adtdf^drsinô --j^y 

d'où, pour la différence, 

(*) a dtd^ dr de ^^sinQ^- 

m 

Enfin les faces situées dans le méridien dont les longitudes sont 
^9 ^ -h- df^f donnent 

oidtrdQdr — . ^ ., =— a-r-r- -.. , 
jd^dr/dN d*\ ,,\ 

d'oii, pour la différence, 

Jjn somme des expressions (a), {b), (r) devant être égale à 

//V 

^ dtr ainô d<^drr de ^dt, 

il vient 

. . rf«V/- d . ^d\ , I rf'V r» d\.f. 
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Si nous posons [i r- cosô, cette équation se met sous la forme su i 



vante : 



Telle est l'équation qui a servi de point de départ à I^aplace dans ses 
recherches sur la chaleur centrale du globe, et dont Poisson a fait 
usage plus tard dans sa Théorie de la chaleur. 

Dans le cas où le mouvement de la chaleur est uniforme, on a sim- 
plement 

r OM ri^rV d , ^.dW i d^V 



§ II. — Mouvement de la chaleur dans un solide dont les dimensions sont 
très petites et dans un solide indéfini dans lequel la direction du mou- 
vement de la chaleur est constante. 

8. Équation du mouvement de la chaleur dans le solide. — I^ous sup- 
poserons que le solide est limité par une surface canal, que la section 
génératrice &> du volume est assez petite pour que, dans son étendue, 
la température puisse être considérée comme constante, enfin que la 
section g) et son périmètre a ont un centre de gravité commun. Nous 
désignerons sous le nom de directrice le lieu des centres de gravité, 
qui, avec w, dé6nit la forme du solide. 

I^es théorèmes de Guldin, généralisés par Sturm, seront implicitement 
invoqués dans ce qui suit. 

Soit X la longueur d'un arc quelconque de la directrice mesurée a 
partir d'une origine déterminée A©. 

La différence entre les quantités de chaleur reçue et rejetée par les 
deux sections normales correspondant k x et x -\- doc est 

/ ^,^'V ,/d\ d^\ , \ d^\ j , 

[a] — (xtùdt-j — h «w an -y- -h -y-;^ aa? ) — aw -t-^ axat^ 

m 

et représente la quantité de chaleur qui reste dans l'élément de vo- 
lume w dx. 
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I^ milieu ambiant en absorbe la partie 
{b) adxhYdt. 

L'autre a pour eflfet d'augmenter de -^ dt la température du vo- 
lume tùdx^ et a, par suite, pour expression 



{c) 



Si Ton pose 



^(ùdx 


'>■ 




\ 


a»-- 





{d) 



et si Ton exprime que l'expression (a) est égale à la somme des expres- 
sions (ô) et (c), on trouve, en se rappelant la signification deK*, • 

, , rf*V V I rfV 



dx^ rt* K* dt 

On reconnaîtra facilement que cette équation s'applique à un prisme 
ou cylindre d'une section quelconque, sans restriction relativement 
aux positions respectives des centres de gravité de la section et de son 
périmètre. 

9. Mouvement uniforme de la chaleur, — Supposons que la section 
correspondant à l'origine Ao de x soit maintenue à ime température 
constante V^, sous l'action d'une source de chaleur ayant cette tempé- 
rature; qu'une autre section w, en un point A, dont la position est dé- 
finie par rc = j?| soit maintenue à une température constante V| sous 
l'action d'une seconde source de chaleur, et ainsi de suite. Au bout 
d'un temps plus ou moins long, les températures deviendront sensi- 

blement stationnaires, et nous pourrons supposer -^ = o. L'équa- 
tion (i) se réduit alors à la suivante, 

f \ d*\ y 
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qui a pour intégrale 

r X 

(3) Y^Me^-h^e'", 

en désignant par M et N deux constantes arbitraires. 

L'équation (3) fera connaître la température dans une section située 
entre A© et A,, correspondant à œ, en déterminant les constantes au 
moyen des conditions 

Entre A| et A 2, on peut supposer que x a pour origine le premier de 
ces points, et nous aurons de même 

et ainsi de suite. 

Supposons, en particulier, que le solide ne soit soumis qu*à Taction 
de la source de la chaleur à la température V© disposée à Tune de ses 
extrémités, et que l'autre extrémité rayonne dans le milieu ambiant. 
Désignons par / la longueur totale de la directrice. Nous aurons 
d'abord 

{e) Vo--.-M^N, 

puis la condition 

-7-^ H — ~ o pour n — /, 

d'où l'on tire, en se reportant à l'équation (3), 
Des équations {e) et (/) on déduit 

--G-;;)-«-'(j-:) 
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On voit que, si la longueur / est très grande, on a sensiblement 

M -: o. N = V« 

et 

.1 

formule dont les conséquences sont trop connues pour que nous pen- 
sions devoir nous y arrêter. 

10. Mouvement varié de la cbuleur dans le solide lorsque sa directrice 
est fermée dans les deux sens ou quelle est infinie, — Nous faisons cette 
restriction que la directrice est fermée ou infinie pour ne pas avoir 
égard aux conditions relatives aux extrémités, qui compliqueraient 
considérablement la solution du problème que nous avons à résoudre. 

Supposons que le solide, après avoir été échauffé d'une manière iné- 
gale dans ses différentes parties, soit ensuite placé dans un milieu à la 
température zéro, et proposons-nous de déterminer la loi suivant la- 
quelle décroit la température à mesure que le temps augmente. 

En égalant à zéro le second membre de l'équation (i), on a 

dt a* 

d'oùy en désignant par U une constante arbitraire. 



K* 



(4) v^Ue "• . 

Si nous considérons maintenant U comme une fonction de x et de t, 
et si nous substituons cette expression dans l'équation précitée, 
nous trouvons 

.. ^^d^\} d\} 

Désignons par/> un nombre quelconque, par a une constante arbi- 
traire, par ï une fonction de t seul, et posons 

U — Tcos/?(a; — a). 
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Kn HithHtif liant rett^ cxprennion daoji l'équatioo (1 .^oa 

fit " ^/> *• 
dViù, cri fipficUnr. A une ron.^taiite arbitraire, 

l/^f|tiahoii ; 'i H«*ra aiiiM .Halitfaîte f>ar 

li\} I \e ""^'cmpix- 9.). 

.Sii|>|)fiHoii.H iiiaiiilmaiit que, A et« conservant 1» mêmes valeurs, oo: 
faH*^ rroilrr p i\v i|ii»iitili';si infiiiinient fietiteségalesà^^; Téiputioa (5) 
•M^ra nirorr .<iati<irath* |>iir 

(,11 Hoiiiin^ (le toiiU^n Ioa expresuiions semblables entre deux lûmtes 
r|iirlf'Oiif|iirM (II* /i vérifirra nu:ont cette équation ; mais nous prendrons 
\v\ |K»ur limirrH x> i^X oo ; nous aurons ainsi la solution 






Il h I e ''*^''cos/>{a7 — OL)dpf 



qui /«<4f pIfiH g/*iif'Tah^ <|iio lu Holution ((>). Cette expression peut 



f. 4k*/ 



Il A' -i*). 



«.,f iIm fricfitfrr rtiiiiiiioiil ou uirivi' ù cotte intégrale^ considêroos d' 



». • * 



* •, 



4/ r^n/* tiMi> ritiioilinih'. Il ot é\îi{eiit que Ton a 
■f^tt /. ,/./ //./, ,^f,t, ^^KHifiiir. ,/< Aj, V étant une variable auxiliaire 
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Supposons que l'on fasse varier a d'une manière continue, et po- 
sons 

A=/(a)rfa, 

en désignant par/une fonction arbitraire. T^formide ('8) devient 

s,rt 

La somme de tous les termes semblables compris entre les limites 



stituée à /? ; il vient 

P_-. i r e-^'^'kdjz. 

Multiplions cette équation par 2e~Tf'*' et intégrons ensuite par rapport a k, 
entre les limites A* =: o, A: = oo ; nous aurons 



ou 



d'où 



2P f e-T'^VÂ-riT f £>-<VT«+=«)ef5 



dk' 



f dz 


■Jt 







et 



r e'^'p'dp—S/î. 



Revenons maintenant à l'équation (7) et posons 

^ étant une variable auxiliaire substituée à x. Il vient, abstraction faite du fac- 
teur A, 

/ao 
e'"^' P* cosi py dp y 

d'où 

-^ — - ^ J c-i'/" simpydiipy, 

ou, en intégrant par parties, 

dV 2-/U 

n 
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a ~ - 00 et a -- 30 sera encore une solution de l'équation (5), d'où 



_ rv(») -^ 



'«) ^'-i/$ 



da. 



On peut mettre celte expression sous une autre forme, en posant 



-= ' - - P, 



P étant une variable que Ton substitue à a. Il vient alors 

(lo) \J---.2K f/{x-{-2Ks^t^)tr?,d^. 

•- — r. 

En portant cette valeur dans l'équation (4), après y avoir rem- 
placé |3 par a, on trouve 



(il) y^.2Ke'^'f f{x^2Ks/la)e^'da. 

Soit 'P{x) la fonction donnée de x qui représente la loi de la répar- 
tition de la température initiale» ou la valeur de V pour / = o. On a 

F{x)= 2K/{x)r er^'- da= 2K/{x)y/^, 



on déduit de là, en appelant Uq la valeur U correspondant à )r =. o, 
Or 



-/>'•"*= f 



Donc, 

TT V/^ "? 

ï 

En substituant à y et ^ leurs valeurs en fonction de ^ et de Kty on retombe sur 
la formule (8) du texte. 
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d'où 

et l'équation (ii) devient 

Telle est la solution complète du problème. 

Dans le cas où tous les points du solide se seraient trouvés primiti- 
vement à la même température Ve, on aurait 

par suite, 






V:---Voe "'■ . 

11. Mouvement de la chaleur dans un solide indéfini en tous sens, 
lorsque la direction de ce mouvement est constante, — Considérons dans 
le solide des plans parallèles infiniment rapprochés les uns des autres, 
et supposons que la température initiale soit uniforme dans chaque 
plan, tout en pouvant varier d'un pkm à un autre. Il est évident que, 
au bout d'un temps quelconque, la température restera encore uniforme 
dans chaque plan. On est ainsi ramené à considérer lUie droite indé- 
finie ÂoO? normale aux plans, et dont la température initiale serait repré- 
sentée par F(^); comme il n'y a pas d'échange de chaleur latérale, on 
devra supposer A = o ou a' = qo , en se reportant à la valeur [a) du 
n«8. 

En faisant celte supposition dans l'équation (12) du numéro précé- 
dent, on a, pour exprimer que la loi du mouvement varie dans le 
solide, 






(*) Cette formule est due à Laplace. 
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g III. — Mouvement varié de la cha(etir dans une sphère. 

12. Considérons une sphère homogène, dont le rayon est a, dans 
laquelle, à une certaine époque prise pour origine du temps, les 
couches sphériques élémentaires qui la constituent avaient chacune une 
température constante, mais pouvant varier de l'une à l'autre couche, 
le solide ayant élé placé dans un milieu à o". Au bout d'un temps 
quelconque, la température sera encore constante dans toute l'étendue 
d'une couche. 

En nous reportant à l'équation (la) du n" 7 et supposant nulles les 
dérivées partielles relatives à fji et i)*, on a 



f ' ' dr' ~ k' dt' 

£n posant 
(a) rV=U, 

celte dernière équation se réduit à la suivante, 

(3) 



dr' ^ R' dt' 



La condition relative à la surface est (n° 4] 

,,, d\ V 

{'-i) d? + Ti"^^ P^"'' ''=^'^- 

En i-emarquant que V, par suite, U doit décroître indéiini ment quand 
t augmente, on est conduit à poser 



eu désignant par m un nombre quelconque et par u une fonction de r. 
Si l'on substitue celte expression dans l'équation (3), on trouve 
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de la couche élémentaire de rayon r ou la valeur de V pour ^ = o ; nous 
aurons, pour déterminer les coefficients A/, Téquation 

(8) F(r)=i;^A,sinm,^. 

Si nous posons 

ç.(r) = rF(r), 

cette équation revient à la suivante 

(9) ?('") = ^A,sinOT,-^. 



Soit ntj un terme quelconque de la série des m,- ; multipliant l'équa- 
tion (9) par sinmj-dr^ et intégrant entre les limites r == o, r = a, on 



r 
a 
trouve 



/ cf (r) sinmj -dr—y Xi j sinm^ - sinm^ - dr 



y 



= a\ z — i-^^fm.sin/w.cos/n;— /w/sin/n/cosm,). 
Or, de Téquation (6) on déduit 

tangm/ tang/ny 

tfii nij 

d'où 

rrij sin mi cosmj - m^ sin/Wy cos/W/ = o. 

Il suit de là que, si y diffère de z, le coefficient de A|- sera nul, et que 
le seul coefficient qui peut avoir une valeur déterminée doit corres- 
pondre à y = i ; dans ce cas on a 

Jf cp(r)sin/w,-£/r— A,- / sin'/w.-£/r =; — M i ^sina/w,), 

d'où, en remplaçant (p{r) parrF(r), 

r¥{r) sin m/- dr 

(10) A,= ^ ' 



al I . 

/ I sm 2 m.- 
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L'équation (7) donne ainsi, pour la solution complète du problème, 

_sinm/- / rF(r)sinm/-c^r k« 



I 
2 m, 



Au bout d'un temps suffisamment grand, cette série se réduira sen- 
siblement à son premier terme, qui correspond à la plus petite m^ des 
valeurs des m,. 

13. Hypothèse d'une température initiale uniforme dans V intérieur de 
la sphère. — Supposons que la sphère, avant d'être exposée au refroi- 
dissement, ait été placée assez longtemps dans un milieu dont la tem- 
pérature Vo est constante pour que tous ses éléments, aient pris très 
sensiblement cette température ; nous aurons 

F(r) = Vo. 

et l'équation (11) donne^ en effectuant l'intégration, 

r 

sin/w/- ,K«, 
cot/n/ a -'"«â* 



® ^ nii coséc/W/ — cosnii r 



a 



Si l'on remarque que l'équation (6) donne 



mt cotm. = i 7 



l'expression précédente se met sous cette forme plus simple, 



(,2) V— 2-Vo'y— 



• A» ' r 

-'«!:n'' sinm/- 

e " a 



cosec m / — cos w / r 

nii - 
a 



Nous allons maintenant étudier deux cas extrêmes, en désignant do- 
rénavant par V,- la partie de V qui correspond à m,. 
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i^ Le rayon de la sphère est très petit. — Supposons que le rapport - 

soit assez petit pour que Ton puisse négliger ses puissances supérieures 
à la première. L*équation (6) devient 

(6') tangm = m(n-^), 

et Ton voit que sa première racine m^ est de l'ordre de - • Si donc oh 
remarque que Ton a /aux termes du cinquième ordre près, 



tangm,= mAi-^- ^Y 



l'équation (6') donne 



« 3a 
m\= — 

* n 



Nous avons donc aussi, pour le dénominateur du terme de la série ( 1 2) 
qui correspond à V^ , 



de plus, 



-. — cosm,= ônr= — : 

sinmi ' 3 * n ' 



sinmi- - - 

a I m?r* i r* 

= I — - —1— = 1 

r 6 a* 2 an 

m* — 
a 



On a donc 



(»3) V'=v«0-^) 



-^^ t 

e "" 



Les racines m,- à partir de m, deviennent de plus en plus grandes, 
et l'équation (6') donne notamment, en négligeant - devant l'unité, 

m^ = 4»5g483. 

Les rapports y*> ~> ••• diminuent donc très rapidement quand t 
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croît, et deviendront négligeables an bout d'un cerlain temps; la 
valeur (i 3) de Y^ pourra alors être considérée comme représentant la 
température V. 

2*^ Le rayon de la sphère est très grand. — Supposons que le rayon a 

soit assez grand pour que l'unité soit négligeable devant le rapport - • 

L'équation (G) se réduit alors à la suivante 

(6") tang/w = — /W-- 

Si Ton néglige les puissances de - des ordres supérieurs au premier, 
celte équation donne, 



m 



■-'O-'^)"- 



En partant de là, on formera facilement les expressions de V,, 

Y Y 
Vo, ...; mais, comme les rapports —, y S ••• décroissent rapidement 

quand / augmente, V se réduira bientôt à sou premier terme, ou 
sensiblement du moins, c'est-à-dire à 



' Kt Sllî 

a 



§ IV. — Mouvement varié de la chaleur dans un cylindre circulaire 

indéfini. 

14. Nous supposerons que la température initiale est constante dans 
chacune des couches cylindriques élémentaires qui constituent le 
solide, quoique cette température puisse varier d'ime couche à une 
autre. Dans ces conditions il est clair que, à un instant quelconque, 
la température sera également uniforme dans chacune des couches. 
Nous désignerons par a le rayon du cylindre. 



76 THÉORIE ANALYTIQUE DE LA CHALEUR. 

En supposant que V soit indépendant de 2 et de ^9 l'équation (11) 
du n** 6 devient 

(0 



dr* ' /• dr K* dt 



et l'on a, pour la condition relative à la surface, 

/ \ d\ y 

(2) 'd~' '^ — ~^ pour r^=a. 



Posons 



,—mt 



(3) V-Ue- 

U étant une fonction de r seulement, et m un nombre quelconque, 
essentiellement positif attendu que la température diminue quand le 
temps augmente. En substituant cette expression dans Téquation (i), 
on obtient, pour déterminer U, Téquation différentielle 

^ ' dr^ r dr «* 

en posant 

fn _ 4^ 

ce qui donne à la valeur (3) la forme 



-'-^\i 



(3') V=Ue "' . 

L'équation (4) est satisfaite par la série ( ') 



(*) Posons, en effet, rrrr -'^ , Téquation (4) devient 

, , d'V 1 dU ^, 

Soit 
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La valeur (5), multipliée par une constante arbitraire, ne représente 
que l'une des deux intégrales particulières dont la somme doit donner 
la solution complète de l'équation (4). Mais la première de ces deux 
intégrales est la seule que nous ayons à considérer dans la question 
que nous avons à résoudre, parce que la seconde, devenant infinie pour 
r=: o, est inadmissible (*). 

lo. Les valeurs que Ton doit attribuer à ne sont pas arbitraires, car 



une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de ^ à partir de j = o. En 
substituant cette série dans (ût) et égalant à zéro le coefficient de -s-^"*, on trouve 

Il faut donc que la série commence par Aq, que les nombres y soient pairs. 
Soient / =: a i. On a 






> 



et de même 



A2*-i — — 



2^V 

Aj/-* 



2=^(1—1)*' 



A — — ^. 



d'où 



et enfin 



«-(-ÎT:M:.(i)"] 



En prenant Aq-i, et remplaçant z par 2- y/Ô, on obtient la formule (5) du 



r 
a 
texte. 

(*) Pour déterminer cette seconde intégrale, posons 



(6) U = mU,, 

Uj représentant la solution (5) et m une fonction de r. 

En substituant l'expression (6) dans Téquation (4), on trouve 



d^u / 2 d\jx i\du 

1l7^ "^Vû; 'd? '^IjTr "~^' 
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-i\'S 



elles doivent être choisies de manière que \Je "* , ou simplement U, 
satisfasse à la condition (2). En remplaçant, danscette condition, V par 
l'expression (5), on trouve 

m 

^ ^ a j^ 1.9^, . .t^ /i L ^ 1 . 2* . . . r J 

1 1 

Si nous posons 

i 

cette équation prend la forme suivante 

(») ^/{5) + 9/'{ô) = o. 

De réquation (7), ou de 



d'où successivement, en désignant par B et A deux constantes arbitraires, 

du JB^ 
dr ^ Lf/' 

d'où, pour l'intégrale générale de réquation précitée, 



U :AU,-t-BU, 



J IT> 



Tous les éléments de Tintégrale du second membre de cette équation sont po- 
sitifs , et comme le premier, correspondant à r :=: o, est infini , il s'ensuit que 
cette intégrale elle-même est infinie, de sorte que, dans le problème que nous 
avons à résoudre, il faut supposer B izz o. 

Comme nous le ferons voir en temps voulu. 
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on tire 






et 



A^)+OTg)— ■+S ..,3.!:;l,/ '-'' 



OU, en remplaçant i — i par i, 



/W-^0/"i6)-.-r-'^:S-^^C', 



et enfin 



(9) ' €(-^§^/=-- 

Telle est l'équation différentielle à laquelle satisfait la fonction /. 
On en déduit successivement 

^ d^' ^ é/6' ^ ^e ~" "' 

^d^f Zd^f d^f 



et, en général, 



.rf^-^-V , sd'^'f d^f 



Il suit de là que, si une valeur de d annule une dérivée quelconque 
de /(S), les dérivées adjacentes prennent des signes contraires pour 
cette valeur, d'où résulte que les racines en nombre infini de l'équa- 
tion 

sont toutes réelles. Elles sont de plus positives, car, d'après la forme 
même de la fonction/(S) définie par la formule (7), tous les termes qui 
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composent/(— 5) sont de même signe, et par conséquent cette der- 
nière fonction lie peut pas s'annuler pour une valeur positive de $ ('). 

On conclut de là que l'équation (8) a toutes ses racines réelles et 
positives. 

Soient maintenant 
$,, 0j. . . ., Ôv les racines de l'équation (8) censées rangées par ordre 

de grandeur à partir de la plus petite ; 
Uy, Vy les valeurs de U, V correspondant à 6 = $^, la première étant 

donnée par l'équation ((">'); 
A, une constante arbitraire. 



^nlionné dai 



lyaut 
n Analyse 
;ssoiiisdeIVavier, 
de combler cette 



(>) On fait ici l'upplication d'un tli<!orème<)ue Fourtc 
été démontré depuis longtemps, maU il ne Ta pas 
des équations algébriques, publiée après sa mort, en 1 83o, pa 
et je n'en ai trouvé de trace nulle part. Il est facile, d'ailleiii 
lacune ainsi qu'il suit. 

Soient X une fonction entière dn degré m, X,, X„ . . . , X,„ ses dérivées succes- 
sives. Supposons que la fonction X jouisse de celte propriété que si une valeur 
réelle de .r annule l'une quelconque X^ de ses dérivées, cette valeur rende X^_, 
et X(+, de signes contraires; l'équation X = o a toutes ses racines réelles. 

néthode adoptée par Sturm dans la démonstration de son tliéoième s'ap- 



La 
pliqu 



évidemm 



substituanl, à la suite de ses fonctions, la suivante 
X,X„X, x„,. 

Or, la suite des premiers termes de ces dernières fonctions ne présentant que 
des permanences, il s'ensuit que toutes les racines de X — o sont réelles. Le 
théorème a lieu quel que soit m, et par conséquent quand m est infini. 

Il est évident, d'après ce qui précède, que X; — . o a toutes ses racines réelles. 

On sait que, entre deux racines réelles consécutives de X = o, il y en a au 
moins une de X,— o, et il est évident que dans le cas considéré il ne peut y en 
avoir qu'une seule. Si donc toutes les racines de X =^ o sont de même signe, 
celles de X, ^ o porteront ce signe. 

En désignant par A une constante, considérons l'équation 
(a) AXH-a:X,^o. ! 

■ Soient x', x" deux racines consécutives de X, ^= o. Pour ,b = j;' et ;r ^ a/, X 
changera de signe, et il en sera par suite de même du premier membre de l'équa- 
tion (a). D'où il suit que cette équation aura une racine, mais unique, comprise 
entre x' et x' , et que, par suite, toutes ses racines sont réelles. On voit aussi que 
si les racines de X ^ o sont toutes positives ou négatives, il en sera de même dal 
celles de l'équation (a). 
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Nous avons, comme solution particulière du problème au point où 
il est arrivé, 

et, comme solution plus générale, 



^' 



(u) V=yAvUve' 



4KS 



16. Si F(r) représente la température initiale de la couche élémen- 
taire de rayon r ou la valeur de V pour / = o, on aura, pour déter- 
miner les Ay, l'équation 



V = 



('2)- nr}=^ 



A\i IJu* 



V ^v 

v= 1 



En désignant par (j une fonction de r, on déduit de là 
(i3) rF{r)aclr^^A,£'u,Gdr. 

Supposons que la fonction g soit choisie de telle manière que toutes 
les intégrales du second membre de Téquation (i3) soient nulles, à 
l'exception de celle qui se rapporte à Uv, il nous restera une égalité 
qui nous permettra de déterminer Ay. Le tout se réduit donc à trouver 
la forme de la fonction or. 

•De l'équation (4), mise sous la forme 



on déduit 






Mais, en intégrant par parties, on trouve 






* I 
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Tcquation précédente devient ainsi 



d'où 






Si cr satisfait à Téquation 



'*^ <ir* d?y,r) a* "" ^' 



la précédente se réduit à 

Or, en posant 
l'équation (i4) se réduit à la suivante 

d^s I ds !\^.,$ 
dr^ ' r dr a» 

On voit donc» en se reportant à Téquation (V), que Ton peut 
prendre 

et» par suite. 

Si Ton remarque, d*après la valeur (5), que -.- est nul avec r, l'é- 
quation (i.>) se réduit à la suivante 



/ 



,7, /^ L^^rfr^_.___(u,-^-U-^^). 



* 
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Mais, d'après réquation (2), on a, pourr = a, 

I r/Uv 1 cil\ 

iXoù il suit que cette intégrale est nulle lorsque /x est différent de v; 
niais, lorsqu'il y a égalité, la valeur de Tintégrale est celle de la dérivée 
du second membre de Téquation (17) par rapport à 5^, dans laquelle 
on a fait ensuite r = a, 5^ = 5^. Si Ton remarque, d'aj)rès Téquation (fij, 
(|ue IJ est de la forme 

on reconnaît sans peine que la'valeur cherchée est 



M) 



f\]^adr-'^{f'^0-tf'-riO..^ 



en représentant ç(ôv) simplement par ^ ; mais les équations (2) et (4) 
donnent, en remplaçant U par l'expression (18), 



© = — î/. 



■ Cv9"-l-^'-!- çj = o. 



En éliminant dans la formule (19)9' etç" au moyen de ces équations, 
on trouve 

(20) f \^^çdr:=-{^ -+-»)?'• 

En nous reportant à Téquation (i '*), on voit que Ton a 

/ V{r) rV\(h' 1 



' a i 



('^rikj^'- 



en représentant par Uv,, la valeur de IJv pour^ = a, c'est-à-dire î> (5^) 
I^ problème se trouve ainsi résolu. 

i3 






il«i»fit^fii»#fi4r j»9r/>«rm«^ j^ js -Ht^tt^r uata. at wtjme :arrr 



â .^%t»^^0 






ff': t^v ^^ _ 



y^ 



t\ pifir X ^ :^ c^ 



/ . -^ - r=: ï> pf>Qr yr ^ :^ X. 

'^4<*>v^ '^MfifVV ^vrv ^H^m^ 1**^ «lis»»» diç- x cf jr. f»f . lie pÂKw eile doit 



^ ir^ %4ff^ *'' coff^pxcoiqr. 



f/h tHt^fêêé^^ t^4^ ^rtfiTfr^^Mon dan» réqmtioo i . on Irmive 
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(le ,T el y entre — « el a, ou 

1 --- (A, co^m^x 4- AaCos/WjJ" H- A3 cosm^x -f- . . .) 
X (A, cos/w, V -h Aj COS/WjJ 4- . . . ). 

Il est évident que cette condiiion sera satisfaite si Ton détermine les 
coefficienls A/ de manière que Ton ait, quel que soit x entre o et fl, 

(G) AiCosm^a- -h Aj cosm^a: -f- ... == i . 

Multiplions cette équation par cosmjxdx, et intégrons entre les 
limites o et a. Le coefficient de A/, ou 

r^ j m . si n m, a cos m /a — m ,■ cos m . a si 11 /// , «r 
/ cosm.ircosm.j^aa? = — ^ ^ ^ ^— » 

* « * y 

sera nul si y est différent de t; c'est ce qui résulte de Tune ou Tautre 
des équations (/|) qui donnent 

m, tangm,a = mj tang/w^a, 
d'où 

Tw^sin/w^a cosm^a — /WyC0S7w,asinm,a == o. 

Si nous siipposonsy = i\ il ne restera dans l'équation (6), multipliée 
par cos/Wjja? et intégrée entre x = o H x = a, que le terme en A,, dont 
le coefficient sera 



I cos^rriixdx = -(a 



sin 9 m /a \ 
2mi } 



et l'on obtiendra de cette manière 



. A sin //î. a 

(7) A; = 



2a/W|H- sin 2 m^a 



Le problème est ainsi complètement résolu. 

Avant d'aller plus loin, nous ferons remarquer que la formule ; (> 
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conduit, d'après notre analyse, à la relation suivante 

I _, sinm^a cos/w, j? . 

7=2 : = o, 

qui a lieu pour toutes valeurs de x comprises entre o et a, et par suite 
entre o et — a, 

m 

18. Nous allons maintenant étudier deux cas particuliers. 
I** L'épaisseur du prisme est très petite. — En posant u ^= pa ou qa^ 
les équations (4) se réduisent à la suivante 

(8) wtangw = ^. 



Si la fraction - est très petite, celte équation aura une racine w, 
également très petite, dont la valeur approximative est 



«'=\/^ 



Les autres racines s'obtiendront par approximation en supposant 
a = o dans l'équation (8), et seront 

de sorte que nous aurons 



•=v/^ 



• • ■ ■ 



m^ ^ i / — ) /w.> = - ) /W3 = — ) w i ==■ — -y 
an * a a a 

Il résulte de là que m, est beaucoup plus grand que m.2, m^ de 

sorte que l'on peut se borner à considérer le premier terme de la 

série (6), c'est-à-dire celui qui dépend de e~^^^^ , 
Son coefficient 

. _ 4sinMi 

i\ I : ) 

2Mi-j-Sin2W| 

en raison de la petitesse de w,, est sensiblement égal à l'unité, de sorte 
que Ton a sensiblement 



V= g~-^Vcjr» COS 



i/-^cosi/-r. 

y n \ n^ 



8B 
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2? L'épaisseur du prisme est très grande. — Si le rapport - est très 
grand, Inéquation (8) tloniie, à très peu près, 



5:: 



Wi = - > W.» =^ — TT, W* = ^ • • • 



(Koù 



m. = — 5 

* 2a 



3:: 

m., = — , 

2rt 



2 a 



La valeur de V, qui résulte de ces données, offre trop peu d'intérêt 
pour que nous croyions devoir Técrire. 



§ VI. — Mouvement varié de la chaleur dans un cube. 

19. Considérons un cube dont la température intérieure est uni- 
forme et que Ton introduit ensuite dans un milieu dont la température 
est zéro. Proposons -nous de déterminer la loi de la décroissance de 
la température aux différents points du solide en fonction du temps 
écoule. 

Soient 

2a le colé du cube; 
() son centre; 

().r, Oy, O:; les parallèles menées par ce point aux trois couples 
d'arêles du cube. 

Pour plus de simplicité, nous supposerons que la température ini- 
tiale est égale à l'unité. 

La loi cherchée se déduira de l'équation aux dérivées partielles 



■;i) 



(i^\ (i'\ ft-y 



dx^ 



dy 



^-^■dF = 



K* dl 



en y joignant les conditions 



(2^ 



d\ V 

-7- -h - O 

a.c n 


■ 

pour 


.r i- a. 


dW V 

-T- H- - O 
dy n 


» 


y — ±a. 


d\ V 

-7- -h - — o 
dz n 


» 


z -♦- a. 
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D'après le raisonnement fait au commencement du paragraphe 
précédent et d'autres considérations développées auparavant, nous 
sommes conduit à supposer qu'une solution particulière de la ques- 
tion est de la forme 



V = Ae"'' cospx cosqycosrz, • 

/, p, g, r désignant des nombres, et A une constante arbitraire. C'etle 
valeur satisfait à Téqualion (i), à la condition que Ton ait 

et alors elle devient • 

( ^ ) V = A e-K'</"^'+' V cospx cos qy cosrz. 

Les conditions (2) se réduisent aux équations suivantes : 

pa lAngpa = ^ , 



n 
a 



{\) jya tangua = -, 



ra tangra = -, 



n 



qui se ramènent à la suivante : 

( )) M tangw = -, 



en désignant par u l'un quelconque des produits /?«, qa et ra. 

Cette équation, à laquelle nous sommes déjà arrivé au parr<graplie 
précédent, admet une infinité de racines positives que nous suppose- 
rons rangées par ordre de grandeur à partir de la plus petite; soient 
/w,, /Wa, m^ les quotients des racines par a\ A^, Ay, A^t trois constantes 
arbitraires. Dans l'état actuel de la question, nous aurons pour solu- 
tion particulière 

a 

U = A,AyAAe~'^'^"'«'^'">^'"*''cos/W|a:cos/Wy^cosWAZ 

= A,-c~''''"»"'cos/n,a?. Aye~^''">' cosm,j. AAe'*'''"*^cos/WA5. 
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Nous obtiendrons une solution plus générale en faisant la somme 
des expressions semblables pour toutes les valeurs entières et positives 
de I, j\ k, et nous obtiendrons ainsi 

(G) j -i- [A^e~^''"«'cosm,7 -f- Aae~^''''î'cos7W27-+- ...], 

l -h[A^e~^''"*^ cosm^z 4- Aoe"*^''"*'cosm^2 -h ...]. 

Mais pour / = o on doit avoir V = i , quels que soient x, y, z entre 
les limites — a et a. On satisfera à cette condition si, quel que soit x 
entre — a et a, ou simplement o et a, on a 

A,cos/w,^ 4- A2 cosm^x -+-...= i, 

ce qui, d'après le paragraphe précédent, conduit à prendre 

-•7) A,-= ^ ; 

Téquation (6) donnera, par suite, la solution complète du problème. 

20. D'après cette équation, on voit que V est le produit de trois 
fonctions semblables qui ne dépendent respectivement que de x, y, z 
et du temps. Il est d'ailleurs facile de vérifier qu'un pareil produit 
peut satisfaire à l'équation (i). 

Soient, en effet, X, Y, Z trois fonctions de t, mais qui ne renfer- 
ment respectivement quea7,j^, z, et posons 

V = XYZ. 

En portant cette expression dans l'équation (i), on trouve la sui- 
vante : 

Ut dt dt \ dx^ dr* dz^ J 

qui sera vérifiée en posant 

r/«X I dX d^Y 1 d\ d^Z I d7. 






dx^ K» dt dv^ K« dl dz^. ^ K* dt 
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On satisfera aux conditions relatives à la surface en posant 

ci\ V ^ 

-j — I — = pour X = ± a, 

d\ V 



-+ =0 » y = zt: a, 



dy n 
dZ V 



dz n 

et il est facile de reconnaître, en se reportant au n^ 2, que Ton re- 
tombe sur la solution (6). 

21 . Si le temps écoulé est devenu suffisamment grand, V se réduira 
sensiblement à son premier terme correspondant à i :=j = k — \^ et 
Von aura par suite 



(7) V= , : — rrcosm,a?cosm,ycos/?2,se '^ '"•'. 



22. La température moyenne, au bout du temps /, a pour ex- 
pression 



ti ^ti y^a 



il £ //'*''*"'■ 



2 



*^ —a *^ —n ^ —a \ ^ —a / 



expression qu'il est facile de calculer et dont il nous paraît inutile de 
donner la valeur. 

23. Lorsque a est très petit, la plus petite racine de Téquation (5) 
est à très peu près égale à t/- > et Ton a ♦ 

I 



na 



1 — / 

L*expression (7) devient, eu égard à la petite valeur de m^ a. 



3K« 

— ' X y z 



V = ^ *"* cos-^= cos -~ cos 



s/nâ sfnâ \] 



na 



14 



f)2 THÉORIE ANALYTIQUE DE LA ClIALLUR. 

Au cenlre d'uiit» face on a 



V = e "" cosi/^ = 



e "'■ (I "^ 

2 /i 



et, en se reportant à la formule (i3) du n*" 13, on reconnaît que cette 
température est la même que la surface de la sphère inscrite. 

24. Si les dimensions du cube sont très grandes, on aura, à très 
peu près, 

/Wi = — ) m., = — > rrin = — > 
2a - 2a 2« 

et il sera facile de former l'expression de V. 



§ VII. — Mouvement varié de la chaleur dans un solide indéfini 

dans tous les sens. 

25. Nous n'avons ici qu'à déterminer la forme de l'intégrale de l'é- 
quation 

d*\ d^\ d^\ _ ^dX 



qui satisfait à la condition 



V ^ F(ar, V, :;) pour t = o, 

F(a7, V, :;) étant une fonction donnée qui représente la température au 
point (r, }', z). 

Soient a, (3, y trois constantes arbitraires. Nous avons vu (n^ 10) que 
l'équation 

d' V _ i(ix 

d.r* "^ R* dj^ 



THÉORIE ANALYTIQUE DE LA CHALEUft. 9^ 

esl satisfaite par 






e *»^*' 



V 



rt 



et (0** 20) que TéqUation (i) est satisfaite par le produit de trois fonc- 
rions semblabU^s respectivement en x^y^z. Nous aurons donc la solu- 
tion particulière 



_(r — a)« (.V- fil» (5— Y) 



Q 4K*f g 4KW ^ 4K*/ 



v/i v^ v^ ■ 

Si y désigne une fonction arbitraire, nous obtiendrons une autre so- 
lution particulière en multipliant cette expression par/(a,]3, ^)dad^dri, 
et enfin une solution plus générale en intégrant, par rapport à a, /3, y, 
entre les limites — oo et oo . On trouve ainsi 



• — ït *- « «■ — X 



3 (<r-a.i«-Mj--pi»-».(5 — Y> 



En posant 



1 — .r 3 — >' V — -3 

2Ky7 •. 2Ky^ 2K\/t 



u, (% (^ étant des variables que l'on substitue respectivement à a, Ê, 7, 
il vient 

(Il V = 8 P / " du f'clv f dwe-^"'-"''-'""'f{.r -{-2uK\fi,y-{-2vK^7, z -f-2«»'K. y'/) 



et nous devons avoir 



F{x,y, s) = 8 K» /^' rfa f dv f dwe-'"^'-'-^'''''f{x, y, z). 



OU 



F(^, V. =) = SK'/{jc,y,z) f'e-"du f c-' dv f'e'^'dw 



= ^K^n-f[x,y,z). 



\ 



I 



C)4 TflÉORlE ANALYTIQUE DE LA CHALEUR. 

En portant la valeur de la fonction /déduite de cette équation dans 
la formule (3), on obtient, pour la solution du problème, 
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DEVELOPPEIVIENTS 



SUR QUELQUES QUESTIONS QUI SE RATTACHENT A LA THÉORIE ANALYTIQUE 

DE LA CHALEUR. 



§ I- 
INTÉGRATION DE l'ÉQUATION DE BESSEL 

DANS LAQUELLE m ET H SONT DEUX CONSTANTES. 

26. Cette équation est une généralisation de l'équation différentielle 
à laquelle nous sommes arrivé en nous occupant du mouvement de la 
chaleur dans un cylindre circulaire (n** 14) où nous avions m= i. 

27. Intégration au moyen des séries. — Cherchons à satisfaire à l'é- 
quation (i) au moyen d'une suite 

(2) y=lAjxJ 

de termes proportionnels à des puissances de œ. Si l'on substitue cette 
expression dans l'équation ci-dessus et que l'on égale à zéro le coeffi- 
cient du terme en a?-'"^, on trouve 

(3) kjj\j-{-m—i)-hnKj^^ = o. 

Il résulte de là que le problème a généralement deux solutions, 
l'une qui consiste à exprimer Ay au moyen de Ay_2, Ay_4, . . ., ce qui 
exige que les puissances de x soient entières, paires et positives pour 
que l'on puisse s'arrêter à la puissance zéro. La seconde solution 
s'obtiendra en opérant en sens inverse. 

i^ Supposons* que y soit un nombre entier pair que nous désigne- 
rons par a/, et, pour plus de simplicité, que l'on prenne Ao=t; 
l'équation (3) donne, en y faisant successivement y == 2, y = 4» • » 

1.^ 
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• • ♦ 



d'où 



n 

A - -^-"-^ 

^ i(m-M) 

' 2 ( //i -H 3 ) 

A — ^ 

" 3 ( /y* + o ) 



A .— \ -^^ , 

" <(m + 2i — i) 



A 2,- — 



- ;: )' 



1.2.3. . ,i{m-\' i) (m H- 3) (m -h 5). . .(w + 2e — i) 

Nous aurons ainsi, comme solution particulière de Téquation (i), 
la série paire 

/.f y_H_V V V 

^ '^ «^ ^ 1.2.3. . .f(m + i)(//i -h 3). . .(m + 2 e — i) 

i-\ 

1^ Si nous posons 

y = - /w-h I -h 2t, 
l'équation (3) donne 

et successivement, en supposant 1 = 1,1 = 2, . . ., 

A - - 



'"■^^~ i(-m + 3) 



(~ ~ ) ^-ni-ï-^U 



A . — -1 , 
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d'où, en prenant A 



— //î-4-l=l » 



n^' 



A- 



i.5t.3. . .i(— w -H 3)(— /n -h 5). . .( — m -h I H- 2O' 



I/équation (î) sera donc encore satisfaite par la série 



i = t> I _ i ■T'—m-k-t-k-fi 



^ ^ *^^ ^ 1.2.3. . ./(— m H- 3)(— 7W -h 5). . .(— /w 4- H- 2/)' 

il 

Si les deux séries (4) et (5) étaient toujours admissibles^ en faisant 
leur somme après les avoir respectivement multipliées par deux con- 
stantes arbitraires, on obtiendrait l'intégrale complète de réquation(i). 

Mais nous remarquerons : i® que, pour m = i, les deux séries sont 
identiques et né conduisent ainsi qu'aune intégrale particulière; 2** que 
la première est inadmissible quand m est un nombre négatif impair, 
puisque l'un des dénominateurs deviendrait nul; 3** qu'il en est de 
même de la seconde quand m est un nombre positif pair. Mais, quoi 
qu'il en soit, l'une des séries subsistera toujours, et si on la désigne 
par Y, et que l'on représente par A et B deux constantes arbitraires, l'in- 
tégrale générale de l'équation ( i ) sera 

(6) y^AY-t-BY/^. ('). 

28. Expression de l'intégrale de l'équation au moyen d'intégrales 
définies, — Soient 6 une variable quelconque et a une constante. 
En développant en série, on obtient 

(7) ^^^(^^^'^' = ^^2"7:^37-.T' 



1 



(*) On arrive à ce résultat en posant/ = UY, \] étant une fonction inconnue 
de œ\ en substituant, on obtient une équation du second ordre en U que l'on 
peut intégrer. 
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on a d'ailleurs, lorsque m est plus grand que zéro ( * ), 
f cos^'5sin'"-*5rf5 

(8) r' , • 

^ 1.3.5 (2/-3)(a/--i) ^r/sin--5rf5. • 

Si donc on multiplie l'équation (7) par sin'""'ôrf5 et que Ton in 
tègre entre o et 7:, on trouve 

« 

r cos(acos0)sin"*-'erf9 

•- 

= \ sin'"-* OdO-^S ^-^ — U ôT — r ■' — N ' 



(*) En désignant par Aj/ cette intégrale définie et intégrant par parties, on re- 
connaît facilement que Ton a 

r/sin'"6 ii — I , . ^,. ... - j- 

sin'«-»-*6cos6*'-«e/ft 



A,/=: / cos*'-*e = 1 su 



Il — 



i^I-!- / sin"»-»0(i -cos«0)cose«'-»r^=i=: ^'-^-^Il^(.\j,_, — A,/), 



d'où 



et de même 









A.— Ao, 

m 4- I 



avec 









/ sin"'-' 



Or/H. 



En multipliant ces égalités membre à membre, on arrive à la formule (8) du 
texte. 
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En posant a = xyjn, il vient 

1 cos {x V n cos6 ) sin"'"' 9 dO 

= / sin^-'^rfî i + > . ^^^-^Z_^^ , — \. 

J. L ^ 1.3.3. . .^w+I)(//i^r-o)...(//^4-:u — l) J 

I 

Or le second facteur du second membre de cette formule n'est autre 
chose que la série (4) que nous avons représentée par j^^ ; en conti- 
nuant à désigner par la même lettre cette fonction multipliée par une 
constante arbitraire, on voit que 

(lo) V, = A / cos(a?Y7icos5) sin'""'*6 rf6 



sera une intégrale particulière de l'équation (i), à la condition que Ton 
ait m > o. 

Si Ton remarque que la série ( 5 ) se déduit de la série ( 4 ), en changeant 
dans cette dernière — m en /w -h 2, et multipliant le résultat par a?*"'", 
on voit que Ton peut poser, en introduisant une constante arbitraire, 

(1 1) Va = Bx'-'" f cos(a:v//i cosô) sin-'"^* dO , 

•■ Il 

à la condition que — /w -h 2 > o. 

Ainsi donc l'intégrale générale de l'équation ( i) peut être représentée 
par 

l V — A / cos(ic v^ cosô) sin'""' dS, 

' I ^ T. 

-hBo:'-'" j cos{x\Jnco9.9)s\ïr""''0dQ, 



lorsque l'on aura 

m 

<2 
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Il n'y a pas lieu de se préoccuper de ces deux limites; en effet, 
pour /n = o, Téquation (i) s'intègre immédiatement, et pour m = 2, en 

posant y = -> cette équation se réduit à 



• fia 

d'où 



-\- nz = o^ 



\ cos y//i ûo -\-B sin \Jn x 



X 



Si Ton suppose m = i , les deux intégrales de l'équation (12) devien- 
nent identiques, et cette équation ne fait plus connaître qu'une inté- 
grale particulière de l'équation (1). Pour obtenir l'intégrale générale 
de cette dernière équation, désignons par 5m une quantité infiniment 
petite et posons m = i h- $/w; nous aurons 

sin'"-* 5 ^ sin^'^e = i -F Jm. logô, 
sin*-"'^ ^ sin-^'"5 = 1 — 5/w . logÔ, 



X 



\—m /v.— 5m 



x~^^ = 1 — dm . \ogx ; 



par suite ) 



yr=z(A-i~B) / cos{x\/ncos6)d9 

cos(a;v^cos5) [A logsind — B(log^-4-logsinô)]rf6. 

Si nous posons • 

A-f-B = A', Aâm = h\ 
il vient 

j =A' / cos{x )J n cos6) dO 

-f- / cos{x\/ncosO) dO {h' logxsin^ 6 — \' 8m. logxsinO). 

En supposant maintenant 8m = o et supprimant les accents de A 
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et B, on trouve 

f cos(a?\//tcos5)é/5 -hB / cos(a?\//icos5) Ioga7sin*5rfô 

«^0 

pour rintégrale générale de l'équation 

d^y I dy 

dx^ X dx ^ 



EXPRESSION d'une FONCTION, ENTRE DES LIMITES DONNÉES 
DE LA VARIABLE, EN SÉRIE TRIGONOMÉTRIQUE. 

29. Si w désigne un arc quelconque, on a la relation ( * ) 

( \ I sin(m -h 4) w 

[a] - -h cosw 4- COS2W -h. . .4- Qo^mu = — ^^ ?-— .. 

•2 sm — 

2 

Soit F (a?) une fonction quelconque assujettie seulement à la con- 
dition qu'elle reste continue et ne devienne pas infinie entre les 
limites a et A de x. Nous supposerons que la valeur absolue de la dif- 



(') En effet, si dans l'expression 

y m J 4- cos u -i- cos 2 M H- ... -h cos mu 

on remplace les cosinus par leurs équivalents en exponentielles imaginaires et 
que Ton pose i = ^ — i, on trouve 

j / pt(m-hl)H pin fi—i(m-hi)u ^—iu\ 

~ 2 V "^ e*'* — 1 ' e-'**— l / 



-i( 



IH j:,—IH 



2 — e*" — e 



En revenant maintenant des imaginaires aux fonctions trigonométriques, il 

vient 

I cos mif — cos (m -\-i)u sin{m -h i)u 

"-' 2 I — cos U . U 

2sm — 

2 




.. LiS^itii OE, L\ CHALEUR. 

.*.;.»^^>i. luiérieure à 2n. En désignant par a 
va>^j Miserons 

u = Jt' — a. 

. i^'U> ensuite ce que devient l'équation (a) par 
..X iiu'^rerous entre les limites ci-dessus. Nous obtien- 

i = m 




j t\(i)d(x, -h \ F(a)cos/(a- — u)dcc 

F(a)sin(m H- -|) (.z- — a)é/a 
'if . / j: — a \ 

V(i) s\n( m -h \)(oi — .r)fh 

. /a — M 
sin 



L\î uivuùt^r membre de celte équation représente une fonction de x 
vmi v^it périodique et dont la période est 27r, puisqu'il ne change pas 
J^ vahuir (fuand on augmente la variable d'un multiple de ± 27r. 
IVwr un« valeur donnée de a?, comprise entre a et A, le dénominateur 
ilu WH'ond niembre de Téquation ne s'annulera que pour la seule va- 
leur (P «lo a» en raison de la restriction apportée à la valeur de 6 — a. 
MhU hI, /tétant un nombre entier positif, on avait 6< a -f- 2^71, 
/*^«4-a(A:— i)7r, lo dénominateur dont il s'agit s'annulerait pour 
I11H1 valeur .r 4<^ « comprise entre a et a 4- tt, et pour les valeurs sui- 

viintiiM, œ -hn ^4- a(Ar — i);:. Quant à présent, nous n'avons pas à 

timlr compter de cctt<» observation qui s'étend facilement d'ailleurs au 
mn oi'i ou aurait i — a> — (2^:4- i);: et < — 2^-7:. 

SiippoHon» maintenant que le coefficient m soit extrêmement grand, 
Miiif l\ l« ronnidérer plus tard comme infini. 

l/nrc (w -H J)(a — x) augmentera de 'in quand a augmentera de la 

(luiirilifé extrêmement petite ~^^. Si a? n'est pas compris entre a et 

(é I *^ , In fonetion . , ^~— ne variera que d'une quantité extrê- 
MiiMnoiil petite, que nous négligerons. 
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En posant w = a — a?, la partie de l'intégrale du second membre de 
l'équation (i) qui correspond aux limites a et a H 1 se réduira à 



t 

ir. 



m-\ — 



. , / — : 1 smi/n-}- 7)w.aGi) = o. 

2 sin^(a — 07) J^ ^ «^ 

Si donc a< et A, sont compris entre a et 6, et si x n'est pas compris 
entre les deux premières de ces valeurs, on a 

I /'^'F(a)siii(mH- i)(a — ^)^a 

\J m 



if 



sin|(a — ^) 



I^ valeur de l'intégrale qu'il s'agit de déterminer se réduit donc à 
celle de 



(2) l^*F(^ + «) 



sin(/n -f- \^^xi,d^ii 



-» sin — 

3 



en désignant par £ une quantité infiniment petite. Comme la fonc- 
tion F(a?) est supposée continue entre a et 6, on peut prendre 

F(a7 H- o) = F(a?) et, en remplaçant sin - par -> l'expression (2) devient 



(3) F(^)/.'- 



sin(/;i-i- ^)(i).c/a) 



bi 



Mais, comme cette intégrale n'a de valeur sensible que pour des valeurs 
infiniment petites de o, on peut l'étendre entre des limites — 00 et » , 
et l'on obtient ainsi tt pour résultat (*). 

(*) Soit en effet, n étant positif, l'intégrale 
on voit qu^elle se ramène à la suivante : 



/M A 
sinxé/jî _ r^ûnxdx Ç ûnxdx Ç 



sinj? efo? 



En désignant par q un nombre positif, considérons maintenant la nouvelle in« 

16 
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Si nous remplaçons pour m l'expression de extrêmement grand par 
celle de infiniment grandy le raisonnement qui précède ne laisse rien 
à désirer au point de vue de la rigueur, et Téquation (i) se réduit ainsi 
à la suivante : 

(4) nY{x)^--J F{a)da-h\j F{a)cosi{x - (x)da. 



i^X "^ 



qui fait connaître le développement en série, dont le terme général est 

Ay sinyj? -i- By cosya?, 

de la portion de la fonction F(^) limitée par a? = a et a? = 6, la va- 
leur absolue de 6 — a étant au plus égale à in. 



tégrale 



(*) 






X* 



1.2.3.4*5 



on est ramené à déterminer une valeur de la forme 



*' 



djc 



En intégrant par parties, on trouve la relation 



n 



et de même 



'^/i — ~ -^î«-i> 






l."2.i...^»H-l) J 



d'où 



01°, on a évidemment 



\ --4 



'« 



q" 
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50. Nous n'avons considéré jusqu'ici que des valeurs de x com- 
prises entre a et 6, sans supposer que la variable puisse devenir égale à 
l'une de ces limites. 

Admettons que Ton ait a? = a; dans ce cas, l'intégrale de l'expres- 
sion (3) devra être prise entre o et e ou o et x ; de sorte qu'elle se 

réduit à ~ • On a donc 

(5) \^{a) = if^Fia) H^£/'F(«)cosi(a - a)da. 



i^i " 



Soit maintenant a: — è; l'intégrale de l'expression (3) devra être 
prise entre les limites - 6 et o ou — oo et o, ce qui donne 



f 2— rfo), 



par suite 

A„— ; 



L'équation {b) devient ainsi 



/ e-^^ " h y --. — - 1 - --^arctang- 

/ X q ^j2H-i\^/ ^q 



Si ^ = O, on a 

r* sin X d.r _ r 
X "a* 

par suite 

r*sîn^<fj? 



X 



Supposons n négatif, nous aurons, en remplaçant n par — n, 

* smnx dx C * sin n x dn dx 



r*?^\nnxdx C 



TT 



nx 2 



On voit ainsi que la fonction ^(/i) est essentiellement discontinue, qu^elle passe 
brusquement de - pour w >- o, à zéro pour /i = o, et à pour n -< o. 
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OU. en remplaçant w par — w. 

Nous avons donc 

(5') 7iF{b)='-f V{c()da-hy f F(a)cos/(A- st)rf«. 

51. Considérons la courbe représentée par l'équation ^ = iiF(a;). 
Soient (Jîg. i) O l'origine des coordonnées O a = a, Oi = i; Alï l'arc de 




la courbe limité par les ordonnées des points a et b. Concevons que 
l'on transporte l'arc AB parallèlement à 0,r de ± 2itt, i étant un 
nombre entier positif, et distinguons par l'indice ± /" les positions 
que prennent les points a, b, A, lî. 

Le second membre de l'équation (4) représentera les arcs AB, 

A,B,, A,B, A_,B_|, A_aB_j, puisqu'elle ne change pas de valeur 

quand on y remplace x par x ± ïkn. 

Entre les points 6 et a,, entre a: = i, ic = a+ 27r, il n'y a pas de 
valeur de x qui annule le dénominateur de la fonction de l'intégrale 
du second membre de l'équation (i); celte intégrale est donc nulle; 
en d'autres termes, le premier membre de l'équation (4) se réduit 
à zéro. On voit ainsi que le second membre de la même équation 

représentera les portions ba,, b^a^ ab_,, a^,b_3, ... de l'axe 

des -r. 
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32. Supposons que Ton ait 

b = a-h 27: -h h, 

h étant censé inférieur à 2.n. Entre n^^^/,, l'expression sin^(a — x) 
s'annule pour a = x et ûc=^ 2n -hx. L'intégrale du second membre 
de réquation (i) se réduit donc à la valeur (3) ajoutée à ce qu'elle de- 
vient quand on y remplace x par x -h 27r. On a ainsi 

(6) it[F(a;) + F(iF-f- 27r)] = ^ r T{x)da -hyF{a)cosi{x - «)da. 

i = 1 

Si. A était plus grand que 2nj mais plus petit que 4^» on aurait de 
même 

n[F{x) H" ¥{x -h 27r) -h ¥{x -h 4^)] 

= -/ F{x)d(X'h2.F{cc)cosi{X'-a)da, 

et, en général, le second membre de l'équation (4) représentera la 
fonction 

n[F{x) -h F{x H" 27r) -h. . . -hF{x -h 2ï7r)] 
pour 

6 — a^27r(i -f- 1) et b — a^ 2ni. 

33. En supposant è — a << 27r, admettons que, pour une valeur cdex 
comprise entre a et 6, F{x) passe brusquement d'une valeur M à une 
autre N. La série (4) donnera encore F{x) entre a: = a, a? = c, entre 
x = cet x=^b.l\ s'agit de savoir ce que donne cette série pour x = c. 

En se reportant aux formules (5) et (5'), on a 

^M = ~f F(a)rfa +y r F(«)cosi(c - ec)d(x. 



1 = 1 



^N = y F(«)rf« 4-^ r F(a)cost(c - a)rf«; 

i = 1 
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^i-^ = ~f F{a)da -hV f F[a)cosi(c - a]da. 

Oonc la série donne la dpmi-somme des valeurs d« la fonction cor- 
respondant à la valeur de x potir laquelle cetle fonction devient 
discontinue. 

34. Si dans l'équation (4) on suppose a = o, b ^ 2::, puis a = — - . 

b — -> on obtient les deux fonnules suivantes : 

(7) nF{x)-^^f F(o:}rf« + y f F{a)cofii{x - a)(ia. 

(8) rF(a-)^ ~ f F(K)rfs(+y f F(a)cof.i{.T- a)d«. 

qui permettent respectivement de représenter la portion de F[x) com- 
prise entre rr = o, .T=27reta"=- -^,a:="- 

.>5. Supposons que l'intervalle dans lequel on veut représenter F(a7 
par une série trigonométrique, au lieu d'être |2Ji, soit un nombre quel 
conque ai. Posons, à cet effet. 

y ■^■^ 

.r rentre dans les conditions du numéro précédent. 
Les équations (7) et (8) deviennent 

Or Fin 7: ) peut être considéré comme une fonction arbitraire de y; 
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il vient donc, en remplaçant F (tt^) par F (7), puisy par ^ et ^ para, 



M- «• ^2 k 



(9) Fix)^^f F(a)rf«+i^J F(«)cosi^(ar-«)rf«, 



1 = 1 



(10) F{x)=^f_Fia)da-i-^'^f_F{a)cos'^{x-a)du. 



36. Supposons que la fonction F {x) soit telle que F{— x) =F{x)'j 
l'équation (10) peut se mettre sous la forme 



i V^ . ÎTZJC r^r,/ \ . /ira , 



.=1 -* 

On a 

F(a)sin-^rfa= / F(a)sin-^rfa— / 



F(a)sin^rfa = / F(a) sin^rfa— / F(a)sin^e/a— o, 



en remarquant que dans la seconde intégrale on peut remplacer a par 
— a, — Â: par A et F(— a) par F (a). 
On a de plus 

/ F(a)cos^rfa= 2 / F(a)cos'-^e/a. 
L'équation (i i), ou plutôt l'équation (10), devient ainsi 

1 = 1 

Si X: — ;r, on a 

(12') F{x)zz2^j F(a)rfa-f- ^Vcosia? r F(a) cosiarfa. 
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37. Admettons niainteiiant que l'on ait F{— a:) = — F(a;). On 
reconnaît facilement que 

f F(a) cos'-j.'dci = o, / F[a)s\n'-^da =2 | F(œ)sin^rfa 

et l'équation ( 1 o ) se réduit ù la suivante ; 

(,3) F(»,)=î|]siBiîi:jr'F(«)smîfrf«. 

Lorsque i- = k, on a 

(i3'} f{jc) = lSsimj:; f F(«)siniafl«. 

Nous allons maintenant étudier quelques cas particuliers. 

58. La Jonction F[x) est constante entre x = o et x ~- & et prend la 
même valeur changée de signe entre x = o c/a:= — i. 

Il suffit de supposer F (a;) = 1, car du résultat obtenu dans cette hy- 
pothèse on en déduira tout autre par une simple multipliration. 
L'équation (i3) reçoit évidemment ici son application; en y faisant 
F(a:) ^ I, et remarquant que i — cosiJt = o, lorsque i est pair et 
1 — cosjrr= 2 (|uand ( est impair, on trouve 

4 / . -'■ I . 'ir.a- I . 5T..r \ 

1 = - sm-r -i- 77 sm —, h ^ sm— j— + . .. . 

^ \ k i k j k j 

série qui est périodique et dont la période est 2^. 
Si i = TT, l'équation précédente devient 

[a V = sinx -h TT sin3x -\~ = sin5â; 4- • - . . 

* 4 j o 

En remplaçant x par '■ — x, cette formule se transforme dans la 
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suivante : 

{b) 7 =^ cosa? — ^ cos3a; -t- ^ cosSo? — . . . 



4 



^ — . 5 



qui s'applique entre les limites x = , a: = -n. 

Si Ton fait successivement a* = o, a? = y dans la formule (6), on ob- 
tient les suivantes 



~7 




I — 


I 

3 


4- 


I 




1 


-+- 


• 


• 5 




4 








ô 




7 










7r 






1 




I 




I 




I 




I 






I -f- 


o 


-f- 


~ 


-f- 




-+- 




-h 




2^2 






3 




;> 




7 




9 




II 



• • ■ • 



En multipliant Téquation {b) par dx et intégrant entre les limites 
o et x^ on trouve 

[e) -^ = sino?— 5^ sin3a;-h fî sin5a? -h . . ., 

et, en faisant a? = -> on a cette relation, qui est connue depuis long- 
temps, 



39. La fonction F (a?) e^^ c^afe à x entre a? ~ — ^, a: = â:. 
Comme on a — F(^) = F ( — x)^ il faut encore se reporter a Toqua 
tion (i3) qui donne, en y supposant F (;r) = x^ 

2 V . ÎTZX r . ira , 2A'Vcosi'ir . lTrj7 

i = I i = 1 

OU 

i f\ ik ( » Tzx I . 2Tr,r i . Stt^? i . Ltzx 

(i5) a? = — (sin -; sin— 7 h ^ sin— 7 7 sm -7 h . . 

^ ' 7: \ A: 2 A* 3 A 4 A' 

En supposant ^ = ;r, on obtient la formule suivante 
(à) - = sina:^ sin 20: H- ^ sin 3j? — . . . , 

^^^-^ 2 2 4 

17 
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qui estdue à Eiiler.Eii y faisant j: - -". oji retombe surin formule (c) 
du numiVo précétlent. 

40. La fonction F (^r) esi égale à ar' entre a; = ~ iz et x = n. 
Nous suivrons exactement la même marche tjn'au numéro précé- 
dent, et nous aurons 



— -- -\ ,sini.r I a^ s\nia lia -- - 7 sini; 



(.6) 



/ .J-' / , ■«.3\ . /■ , 5.3\ srtn.r 

S T = (" - — jsmx- (=•- ^j -^ 

] I , a.3\ sinSx 



41 . La fonction F(.r) est égale à oc entre x 7^ n et x ^ k et à ~ .rentre 
oet — k. — Comme on a ici F(j-) = F( — x), c'est à la formule (12) 
qu'il faut avoir recours, et elle donne, en v faisant F(ar) = x, 

x= .i «rfa-! -r > cos^- / a.c.os,~da, 

d'où, en intégrant par parties, 

, . k tik I T.x 1 3Tt^ 1 5ir,r \ 

(,-) x= ; -- ,.-(co.-^: + jioos -^ + pcos— +-..). 

En faisant X- — j: dans cette formule, on arrive à la suivante 

'—'^'- -(cosa: 4- .,-, ros3j;+ ^cosSx-l-. .. ). 



(/') 



,V' 



42. Développement entre a- = o (;/ .r --- ;i rfe siiix- en cosinus d'arcs 
multiples pairs de x. — Ici il faut avoir recours à 1» formule (9), dans 
laquelle on fera F(.r) -- sina; et 2^ - k. On reconnaît facilement 
qu'elle devient 

-sinx= I T-N (cosaiJT / sino:cos3iK(/e: -1- sinai.r / sin«sin2i«rfa j. 
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Mais on a 

/ sin a sin 2 i*a é/a = - / [cos(2/-i- i)a — cos(2f -h i)a] rfa - o, 



/ sin a 



cosata da =^ — 



( 2 f — I ) ( 2 f -h I ) 



d'où 



=! — :?> —-. -—.--- 

2 ^^(24— I)(2^-j-I 

i -I 



OU 



/ c\\ TTsIn^* I /cos2.r cos4«*j7 cos6cr \ 

^ ' 4 2 \ 1.3 3.5 5,7 y 

Tel est le développement cherché. En y faisant 0:^- — -, on trouve 

/ .X r I I I I 

^ ^ 421.3 3.5 t).7 

43. Expression trigonométrique de V ordonnée du contour d'un Ira- 



Fiff. 3. 



yi 



a 

/ . 



/ : I 

I I 



1 ^ 



a' 6' B 



pèze déterminée par une parallèle à la hase d'un triangle équilaiéral en 
supposant cette base égale an,— Soient 

AB = TT la grande base du trapèze ; 
ab sa petite base ; 
a'b' la projection de ab sur AB; 
p = Aa' = aa'=B6'. 

Prenons la direction de AB pour axe des x et sa perpendiculaire 
en A pour axe des /. Supposons que Ton ait 

^¥{x) = V[^x) 
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entre — tt et ;r. Nous devrons faire usage de la formule (12'), qui repré- 
sentera également l'ordonnée du contour AabB et celle de son 
symétrique par rapport aux axes. 

De A à B ou entre a? = o et a? = /?, on a 

De a à b ou entre x— p etx = n — p^ on a 

De 6 à B OU entre a? = tt — /? et a? = tt, on a 

F{x) =r ;r — .r. 
La formule précitée donne ainsi 

y= -\siitix\ I asiniccdoL-^ p f sinia+ / {n— a)siniada\. 
En effectuant les intégrations, on trouve 

2 V^ . . sin in , . V 

y -- - y smiTTo; — :— (1 — cositt), 
1=1 

d'où, pour l'équation cherchée, 

4/ . sin 3/? sin 3 j: sln5psin5jr \ 



Si l'on suppose p -- ^> le trapèze devient le triangle équilatéral A CB, 
dont l'ordonnée de l'ensemble des côtés AC, CB est représentée par 



4 / • sin 3 a; 



sinSo: 
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§ m. 

EXPRESSION D^UNE FONCTION ARBITRAIRE AU MOYEN d'iNTEGRALES 

DÉFINIES. 

44. Une fonction arbitraire F (a?) qui ne devient pas infinie pour 
toutes les valeurs positives et négatives sera représentée dans toute 
son étendue par la formule (lo) du n** 35, en y faisant ^ = ao . Si nous 

désignons par e le rapport infiniment petit t > nous aurons 



- 



F{œ) = -Ne / F(a)cos/6(a?-- u)da. 



0» 

1 = 1 



Mais nous pouvons considérer iî comme une variable p à laquelle on 
donne des accroissements infiniment petits 6 = dp^ et que l'on peut 
faire croître indéfiniment à partir de zéro. On a ainsi 

(i) F(a:)— -7 dp 1 F{(x)cosp{x — a)d(x. 

On déduit de là 

(2) F{x) = :^£^dpjF{a)cosp{x-cc)doi. 

45. lorsque F( — ^) — F(ir), on a 

/ F(a)sin/>arfa = 0, 
f F(a)cos/>arfa = 2 / F(a) cos/^ae/a, 

et les formules (i) et (2) se réduisent à la suivante, 

(3) F(a?)=-/ dpcospx I F(a)cos/>ae/a, 
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46. Dans le cas où F(— x) -- — F(d7), on trouve de la même ma- 



nière 



(4) ¥{œ).-.-.'-j dpsmpx l F(a)sin/>arfa. 

47. Soit F(jrj : - e~^' de x --o -a x -^ et F(j?) — e^ de o; = o à 
a; — — 00 , on a 

F(a')-.-F(-<, 

et l'on a recours alors à la formule ( i), qui donne 

(>) F(x') — - ^ (ipcospx I e-^cospccdûc - ~ ^ c os/>.^ ^ ^,, 



(') En eiFel, on a, en intégrant j>ar parties, 

1 6' "cosyya.<^/a -ff^sin/ya i- / t' *sin/;a.f/a) 



d'où 



-(é? •sinwot - €?~*cospa - / e"^ cospv .(/%]. 
/A /^ PJ J 



j, ^ i -1-/'- 



On trouve de la niéiue manière 



(h) je «'sin/>a.^/a- -~-,' 



On remarquera que, si l'on pose 



1-1 z— y 



I 



l-r-/J 

on a 

i/y ' "" 



du: 



- I sin/>cr ^/log(i -; />*), 



expression qui est évidemment nulle puisque y> et — p donnent dans Tintégrale 
deux éléments égaux et de signes contraires; j' est ainsi indépendant de j;, de 
sorte que Ton a 



.' — <•• 
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48. Soient F{x) = c~^ de a- =r o a o^ = oo , F{x) = — e^ de x = o 
Si X = — co ; nous avons ¥{x) = — F(— -a?), et nous n'avons qu'à ap- 
pliquer la formule (4) qui donne, en y faisant F(a) — e~*, 

49. Considérons le cas où la fonction ¥{x) est égale à Tunité entre 
X = i et a? ~ — I , et nulle pour toutes les valeurs de x qui ne sont pas 
comprises entre ces limites. Comme on a F{— x) ==V[x), on devra 
avoir recours à la formule (3), en y faisant F{x) = i. Mais comme, 
d'après l'hypothèse, F{x) est nulle entre x= \ et ic= oo , l'intégrale 

Jf cospa d% 


se réduit à la suivante 

/ cospa da = -^, 
d'où l'on conclut 

(7) Fia:)=lf^-^^^P^dp. 

Il est facile, d'ailleurs, de vérifier que cette formule remplit les con- 
ditions voulues, car on a 

Or, si x^i (*), les deux intégrales du second membre de cette 
formule sont égales à ;r et se détruisent. Il en est de même si a? <— i . 
Maintenant, si x est compris entre — i et -h i , les deux intégrales 

(*) Nous ferons remarquer que 



— ao ' " — ao 



car les éléments de Fintégralc prennent des signes contraires quand on y change 
V en — p. 
(*) Voir la note de la page io3. 
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s'ajoutent et donnent pour résultat ^. d'où Ff.r)— i, ce qu'il fallait 
démontrer (' ). 

oO. Soit F(j;) =sinfl; entre x ^ — yetx—y et F(x) =oen dehors 
(le ces limites. C.omnie F(a;) = — F( — ar), nous devons faire ici l'ap- 
plication de la formide (4), dans laquelle nous ferons F(a) = sîna, et 
l'intégrale par rapport à a devra être prise seulement entre les limites 
o et y, puisque F{a) = o eutreo- =y et ir = » . 

Nous avons ainsi 

F(a;) = 3 / ?\npxdp \ sina cos/7arf« 

= \f {/ïsin/r/siny + cos/jycosv- i ) *-'zr^ '^7'- 



§ IV. 

PnOPRlÉTlis DES FONCTIOMS SPHÉR1Q1IES. 



FORMULES DE GREEM. 



51. Des fonctions Y,. — Nous avons vu (n"" 5 et 7) que l'équation 
en coordonnées rectangulaires, 



(0 



^V rf'V ^'V 



(') Consulérons l'intégrale {7) en y remplai^ant la limite inférieure o par — oc , 

K posons 

expression qui est nulle, car, pour/) et — /', deuv élémenls de l'intégrale sont ! 
égaux et de signes contraires. Il suit dt! là (|ue j est indépendant de x et quo ] 
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avait pour équivalente en coordonnées sphériques la suivante 
, , dh'\ d . ^.d\ I d^\ 

^ ' ai" d\k ' * ' d^ I — {i.^ a'V 

dans laquelle r désigne la distance d'un point quelconque m à Torigino 

O des coordonnés, Q la colatitude MOjs, ^ la longitude, c'est-à-dire 
l'angle formé par le plan mOz avec le plan fixe z'Ox^ jx le cosinus 
de Tangle Q, 

Cherchons à voir si Véquaûon (2 ) ne peut pas être satisfaite par une 
expression de la forme 

(3) • V=A'Y,, 

dans laquelle /représente un nombre positif quelconque et Y, une fonc- 
tion dejuiet ^ indépendante de r. En substituant, on trouve pour résul- 
tat Téquation 

/ / \ d . , . d\ i I d^Y i ./ • \ 

^ ^ d\i.^ ' e/;jL i — |j.* d^' ^ ' 

On satisfera plus généralement à l'équation (2) que par la valeur (3 ) 
en prenant 



» = * 



(5) V=^/Y,. 



1 = 



Nous désignerons sous le nom de fonction sphérique toute fonction 
de fJL et ^, ou de fji seulement qui satisfera à une équation semblable 
à l'équation (4). Nous dirons aussi, pour simplifier le langage, queY,- 
est une fonction sphérique de l'ordre i, 

52. Intégrale particulière de V équation [[\), Supposons que Y, soit 
de la forme 

< 

[a) Y,- = M«PS 

en désignant par m et sv deux fonctions qui ne renferment respectivement 
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que (iet |. L'équation dont il s'ngit devient 



{b) 



1 « di. 



srJ' 



■ rfi' 



et sera satisfaite en égalant son second ternie à une constante, par suite 
son premier terme à cette constante changée de signe. 

Or, comme dans les questions de Mécanique céleste et de Pliysique 
matUématique où interviennent les fonctions sphériques, les expo- 
nentielles sont inadmissibles, nous poserons, en désignant par n un 
nombre quelconque, 

d'où, en désignant par A„, Iï„ deux constantes arbitraires, 
((>) ir — A„co5niJ> -4 B„sinn4'' 

L'équation (è) se réduit alors à la suivante 



M 



|[^V^'« 



:■(.■+ il- 



—•]"- 

'-1^'J 



Dans ce qui suit, nous supposerons que n est un nombre entier po- 
sitif. 

En posant 

(rf) „=.(,-p:"/ 

l'équation (c) devient 

f*' ('~f^'''rf^ -2[n-i-i]f/.^-l-(i-n}(i"+rt-i-i)z = o. 

Essayons maintenant de satisfaire 'a celte équation par une suite de 
la forme 



{/) 



=2".f"'" 
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«v etp étant des constantes et v un nombre entier qui a pour valeurs 

successives o, i, 2, En égalant à zéro le coefficient de jui'^-^ dans 

le résultat obtenu après avoir introduitla valeur (8) dans Téquation [e], 
on trouve 

l a,^, [/?— 2(v — l)J(/?— 2V-hl) 
{g) ' -- 2av[— 2/? -H V(2V -f- l) — 2(/2 -f- l)j V 

f — a^[p' •+• (2/2 -h 1)/? — (< - n){i -^ ri -hi)] .— o. 

On satisfera à cette éqiiation en égalant à zéro son troisième terme 
puis Tensemble des deux premiers. La première des équations secon- 
daires ainsi définies est 

p^ -\- {2n -h \)p — i — n)[i -h ^^ 4- 1) = o, 

et a pour racines 

(A) p^i—n, 

{h') p z^ .^[i -^ n -hi). 

En portant la première de ces valeurs dans l'ensemble des deux 
premiers termes de l'équation (g) égalé à zéro, on trouve 

(i\ n ^n [/-^-2(v -!)][/- /l-(2v-~l)] 

^ ' V y I 2V[2V 4-1 — 2(4 4-1)] 

d'où, successivement, en prenant cTo = i , 

f / — /O (< — /' — I) 



a. = — 



2(2/ — I ) 



(y ) / ^ / — /*)(/ — // — I )(/ — /* — 2 ) M' - - /i — 3 ) 

' ^2 "^ 2.U'^'— lU^/~^') 



En distinguant par les indices ï, n la valeur de a qui se rapporte 
à ces nombres, on déduit des formules (rf), (/) et (y) la suivante : 

[i — fiMi—fi — 1)(/ — /i — 'i)(î — // — 3) ,_,,_4 
2 ( 2 « — I ) ( 2 / — 3 ) "' 



• • • I * 
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Cette suite a un nombre fini de termes, car elle s'arrêtera au terme pour 
lequel a^ = o, soi^ à 

(H) V — r I 

'2 

^ si i — n est pair, soit à 

(8'j 



V 1= 



si £ — /i est impair. 

En nous reportant aux formules {a) et (6\ on voit que la valeur 



Y, = \ k,^ cosFi ^ -^B^ sin n^)u 



m 



sera une solution de l'équation (4)î mais on aura une. solution plus 
géuérale en faisant la somme de toutes les expressions semblables ob- 
tenues en supposant successivement /i = o, i , 2, . . . , /, somme que nous 
représenterons par 



M= l 



(9) ^i= ^(A„oosw|-t- B„ sin ni^)Ui„. 



/î = 



si nous considérons maintenant la seconde valeur (A') de /?, nous 
aurons, en accentuant Ui,^ et les coefficients a^ pour les distinguer des 
précédents, 

^ ' ^ (^ / -I- V ) * * 

d'oii, en supposant «'^ = j , 

t _ { i ~\- n }(i ^ n -^ •> ) ( / 4- // -r- 3 ) 

• » 

[)ar suite 

i _ (/ -i-/0(/— / < 2-_0 ii+ /^ + 3 ) ( / -h /l -r -V) (4+« ^5) , "1 
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Si l'on remarque que 

on voit que, entre 5 = o, 6 :^ ;r, la seconde et la troisième intégrale de 
réquation ci-dessus donnent un résultat nul. 
La quatrième intégrale ou 



est également nulle, parce que, d'après la forme de Y,- et Yy, la fonc- 
tion 

\ ^y^ __ Y ^> 



prend la même valeur pour vj; — o et i|; = 271. D'où il suit que 
Ton a 



« y« Se 



['(' + ')-/(y+OJ f r Y,Y.sinerf| = o. 



* «^ 



Si donc/ est différent de 1, on aura 



dO I Y, Yy sinô é/^J^ = o, 



OU 

(10) f ' /■' Y,Y;^arf| = o. 



1 * 



résultat remarquable qui recevra dans la suite bien des- applications. 
Mais l'analyse précédente ne peut pas faire connaître la valeur de 



- 1 ^ îs 



•^ 1 * 
vafcur que nous n'avons aucun intérêt à déterminer. 
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54. Des fonctions P,. — Supposons que a-, y, :;, r, 0, ip se rapportent à 

un point /w, et que Ton accentue les mêmes quantités pour désigner 

celles qui correspondent à un autre point m'. Soit t la distance mm-'; 

nous aurons 

I I 



vV-^-')*-i-(.>'-/)'-f-(c -;:')* 



En considérant d?', y\ z comme constants, il est facile de reconnaître 
que Ton a 

d^l diL d'L 

et, en se reportant à l'équation (i), on voit que la fonction - est une 

forme particulière de la fonction V, et que par suite elle doit satis- 
faire à l'équation (2), c'est-à-dire à la suivante 

cl'- ^ d- d'I 

Nous remarquerons que l'on a 

Y^rzr r* -4- Z^— 2rr'cosmOm' 

= r*-j- r'^ — 2rr'[cosôcos5'-f- sinôsin6'cos(v|; — vj/')] ; 

par suite, en supposant - < 1 , 



r« 



Soit 



r'i / 1 j(cosOcosO'-H sin6sin6')-f--7j 



(■4) ;=pSk?)' 



I = 



le développement de cette fonction suivant les puissances ascendantes 
de — ; en substituant le terme général de cette série dans l'équation (12), 
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on trouve 

d'où il suit que la fonction P, est une valeur particulière de la fonc 
tion Y/ et que l'on a notamment 



f ' f^ Y,Vjdixd'^z=o, 



o 



si y est différent de i. 

Il est évident, d'ailleurs, que P, est également une fonction splié- 
riquc en jui', ^' et que sa valeur reste la même quand on y change /x 
en jui' et ^ en 'V, et vice versa, 

5. Propriétés particulières de la Jonction F,. — Posons 

— — a, p — cosô cos5'4- sin5 sin5'cos(i{; — vp'), 

p représentant ainsi les cosinus de l'angle mOm\ 

Le coefficient P, sera le coefficient de a' dans le développement de 

(A ! (7 — ( I — 2/? a H- a- "i *, 

suivant les puissances ascendantes de a. 
On déduit de là 



(a) 



d^ p — a 



(h 






( I 9. pi -7.-) 



. d'3 7. 

\h = ~- - - , 

(l —- 9.pOL ^ oL-y 

d'où 

:c a-T- -- ^p — a) — 

dp ' ' tip 

En substituant dans cette équation le développement 

[d) ^=^«'P„ 
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et identifiant les coefficients de a', on trouve 






dp dp 

De Téquation (i) on déduit successivement 

a2a'P/= (i — 2/?a -+- a')2«'-^> 
d'où, en identiBant les coefficients de a'"^', 

'^ '^ ^' dp ^f^ dp ^ dp , 

Si Ton élimine —^ entre les équations (a) et (e), on trouve 

d*où • 



Si t est impair, ces équations s'arrêteront à celle qui correspond 
à I = I ; on en déduit alors 

(D) f^^ti=(2^•^-I)I^•+(2l-3)P,_,-l-(2«-7)P,_,^-...^-3P.. 

Dans le cas où i est pair, la dernière des équations (C) correspondra 

dp 
à i = 2y et comme, d'après la formule {g), on a -^ = P^ = i , il vient 

dP 

(D') 2r^=(2i + i)P,+ (2t-3)P,_,+ (2i-7)P,_,4-...-<-5P,-i-P.. 

Plaçons-nous dans les conditions de l'équation (D); t — i est pair et 
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en remplaçant i par i — i dans Téquation (D'), on trouve la suivante 
qui, ajoutée à (D), conduit à ce résultat remarquable 



(i6) 



rfP,^, _^ ^/ ^ p^ _j_ 3p^ _^ 5p^ ^ _^ (2,- ^ ,)p. 



dp 



dp 



Il est facile de s'assurer que l'on arrive au même résultat lorsque i 
est pair. 

56. Des diverses /ormes que peut prendre la /onction P, : 
1** Forme de Le gendre. — On a d'abord 

(7 = [i - a(2/j - «)]■*= iH- ^«(2;> - a) 4- ^«»(2^ - «)» 



2.4 



X6« v2/'-«r+-.- 



2. 4 



En développant ensuite les termes de cette expression, on trouve 
pour le coefficient de a' 

Sp 1.3. 5... (21 — '^ r * '^' — 1-2 



i 






(18) 



2.4(2£ — l){2i — 3) ^ 

2^ Forme dOlinde Rodrigues. — Cette forme, qui est la suivante, 

p^ i_ d^p^-^iY 



dp^ 



a été déduite de celle de Legendre. Mais on y arrive plus rapidement 
en partant de la formule de Lagrange. Nous déduirons le développe- 
ment de (7 de celui de son intégrale par rapport à /?, ou de 

2 — I çdp--^ — ~ v^ I — 2/?a H- a^ -f- 1 , 

en prenant égale à l'unité la constante introduite par Tint^ration. 
Cette équation donne la suivante 



^="/^-^â^^'^')' 
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d'où, en appliquant la formule de Lagrange (*), 

--p^'i^p -0-+-UJ — — 7/;r— +• -^i-) 1.2.3.../— rf^-—' 



par suite 



a d( p^-^i) g' clHp^-i) %i d^{p^-i)' 

2 dp 2*. 1.2 dp^ 2*. 1.2.3... £ a/?* 

et enfin 

p .^^ ' d^(p'-i)\ 

' 2*. I .2.3. . ./ dpi 

ce qu'il fallait établir. 

3*^ Représentation de la fonction P/ par une intégrale définie. 
Considérons d'abord l'intégrale 

^ / a(i> 






A -h- B y/ — I cos 



(i> 



dans laquelle A et B sont deux constantes réelles. 
On voit que 

r^"" [x -hBsf^i coso>) dui _ r'^ dui _ r' dui 

'~J A«-r-B* " J« A*-hB»cos*a>""^M A«-hB*cus^ 

•^ o •'0 •'0 

_ / k r* c/tangdi 27: 

~~ ^ J^ A*tang*<o-hA*-+-B* ~ ^/aTh^^ 



Nous avons donc 



/ 



î« 



rfw 2 ir 



A + Bv^— icoso) v/A--f-B^ 



^ TV/ i- . vr / j 2 ûTy^ 1.2.3 dfjD* 

I . 2 . 3 ... I d^/7'~ ' 



• • • ■ 
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Si nous posons 

A = i — «cos(p, B = asin(p, yî = cosf, 



nous aurons 



(i— 7 0ip-h or) -= — / : . — . •. • 

2 7:y j — al^coscp — y — isincpcosioj 

En développant suivant les puissances de a le premier membre de 
cette équation et la fonction de Tintégrale, et identifiant les coeffi- 
cients de a', on trouve 

P/= — / (cosy — v^— isin(pcosw)'e/c«) 

= - f (cosf — y/— I sinç cosû))' é/«, 

qui est re)rpression cherchée, et d'où Ton déduit d'abord P, = (=b i)' 
pour cosfp =r di I. 

Lorsque cos^ç est inférieur à l'unité, P^ tend vers zéro quand i croît 
indéfiniment. En effet, de l'interprétation géométrique ordinaire des 
imaginaires on déduit facilement que le module d'une somme est 
moindre que la somme des modules de ses parties; d'où résulte que le 
module de P, esl inférieur à l'intégrale 



- / (cos^ç? H- sin^y cos^o))* rfo), 



dont tous les éléments tendent vers zéro quand i croît indéfiniment. 

Lejeune-Dirichlel a donné une autre expression de P,- au moyen 
d'une intégrale définie. Mais, comme elle ne peut être pour nous d'au- 
cune utilité, nous ne croyons pas devoir nous y arrêter. 

57. Réduction d'une intégrale triple étendue à un volume fini, à une 
intégrale relative à la surfcwe de ce vo'ume ( * ). — Soit l'intégrale 

(20) V=fff^dxdych, 

(*) A noire connaissance, la première trace de ceUe transformation se trouve 
dans le premier Mémoire de Poisson sur le magnétisme {Mémoire de l* Académie 
des Sciences , 1822). 
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étendue à un volume déterminé, dans laquelle F représente une fonc- 
tion continue des trois coordonnées. 

Considérons au point {x ^ o, j, z) un élément superficiel dydz que 
nous prendrons pour base d'un prisme élémentaire parallèle à Ox. 
Soient {fig. 2), à partir du planyOz, et en se dirigeant dans le sens 
positif 

Fig. a. 




de Ox, a,, «2, . . ., les intersections successives d'une arête du prisme 
élémentaire avec la surface du volume; a, l'angle que forme avecOx 
la normale extérieure a^N, à cette surface au point a,; rfci),- l'élément 
superficiel correspondant ; F, la valeur de F qui correspond au point a,- ; 
on a, en intégrant par rapport à x. 



U = ffciydzi- F, -f- F^ - F. 



Or 



dydz = — rfwi cosai = ^/co^cosa^ = — dcù^coscc^ . . . 



par suite 



U = /(F| cosûCi d(ût -h F2Cosa2rfû«)2-f- • • .)i 



ce qui revient à 

(2.) 



U = iFcosarfi), 



en désignant par rfv) un élément quelconque de la surface et par a 
l'angle que forme sa normale extérieure avec Ox. Telle est la for- 
mule qu'il s'agissait d'établir. 
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58. Formules de George Green. ~ Soient 



(Û) une surface fermée; 

( S) l'espace qu'elle comprend ; 

dtù un élément de la surface au point a doni les coordonnées sont x. 

r. =; 

«. p. y If^s angles formés par la normale extérieure en a avec Ox, Oy, 

Oz; 
U, V deux fonctions quelconques de x,y, z assujetties seulement à la 

condition de rester finies, ainsi que leurs dérivées dans l'espace (S) ; 

rfiy rf>v\ 



f.fH^^W'-^'^^)'^'^^ 



une intégrale étendue à tout cet espace, et que nous nous proposons 
de mettre sous une autre forme. 

En intégrant par parties par rapport à x, on voit que l'on a 

„rf"V 






-fin 



- (Lcdydz. 



Or, d'après le numéro précédent, la première intégrale de celte ex- 
pression est équivalente à la suivante, 



( U -T- cosarfto. 



Dès lors, il doit paraître évident que l'expression (22) prend In 
forme suivante, 



!=3) =/u 



i^V rf'V rf'VX ... 

cosy i flw 



-.cosa -(- -7- cosp 



di 



'fffC 



dx dx dy dy dz dz ^ 



dxdydz. 
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cevons une sphère d'un rayon infiniment petit £ ayant son centre 
entre A. L'équation (23) s'appliquera évidemment à la portion du 
volume extérieure à la sphèrp. 
Comme on a identiquement 



ir- cp^ d^^ 



dœ^ dy^ dz^ 

Tinlégrale 



o. 



J^\-d:^^'^-d^^-d^y^ 

peut être étendue au volume total. 
Il en est de même de l'intégrale 

rj,/d^\ d^\ d^\\, 

car, en prenant du = ^nt^dt^ la portion de cette intégrale qui se rap 
porte à la sphère est 

f d^y d^w d^\ rdu __ fc^y __ j«y ^\ ijr j 



et, par suite, négligeable. 
L'intégrale 



qui se rapporte à la surface de la sphère, est aussi négligeable, car 

elle est égale à 

d\ir^_.d\ 

dn Ê * dn ' 

et par suite du premier ordre. 

11 nous reste donc à déterminer la valeur de l'intégrale 

étendue à la surface de la sphère. Soit V^ la valeur V au point A; 
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comme nous avons, en remarquant que dn est intérieur à la sphère, 





rfi 


d\: 


V I 


du 


dv i^ 



cette expression est égale à -^ àia surface, et l'intégrale ci -dessus se 
réduit à 

Nous avons donc enfin 



Supposons que dans tout Tintérieur du volume on fasse U = -• 
D'après ce que l'on vient de voir, en ayant égard à l'équation (i) 
du n**5l, à laquelle satisfait -» on aura 



rfi 



59. Propriétés des fonctions Y,- et P/. — Considérons une sphère dont 
Oest le centre et R le rayon; un point déterminé A de son intérieur; 
/, 6', ^' les coordonnées polaires de ce point; r, 9, ^ celles d'un point 
quelconque m de l'intérieur de la sphère; t la distance km. 

En supposant 

l'équation (28) recevra son application. 
Nous aurons d'abord 

V, = r"Y:.. 

20 
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Y\ étant la valeur que prend Y/ lorsqu'on y remplace ô par ff et tj; parij/'. 
Nous pouvons d'ailleurs prendre dcù = K^ sinô dO d^. Nous avons 
dn = rfR, et pour un point de la sphère 

L'équation (28) devient ainsi, en se rappelant que V vérifie l'équa- 
tion (i) du n^51, 

^'ff^'\^ ~ R'^)sin6d6d^ = ^nr'Y]. 
D'après la formule (i4)î nous avons pour un point de la sphère 

/=0 ;=0 

et, en substituant ces valeurs dans l'équation ci-dessus, on trouve 

Cette équation devant avoir lieu quelque soit r', il faut que le coeffi- 
cient de chaque puissance de cette quantité soit nul. On trouve ainsi 

(29) ffY,?,sm6dôd^=^^, 

(30) f fYi^jSixiQdQd<ifz=ro. 

Nous avons déjà écrit la dernière de ces formules. Quant à la première, 
on peut la mettre sous la forme suivante, 



1 >> ax 



(3o)' fl Y,P,rf^rfi = ^, 

qui lui a été donnée par Laplace. 
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60. Développement d'une fonction de deux variables au moyen de 
fonctions sphériques. — Toute fonction de deux variables peut être re- 
présentée par une expression de la forme F((î, tj^), dans laquelle nous 
attribuerons kO el ^ les mêmes significations que ci-dessus. Laplace a 
été conduit plutôt par une induction que par une démonstration à 
poser en principe que la fonction peut être représentée par une suite 
de fonctions sphériques (*). Soit donc 

(A) F(ô.«j.,-^Y,. 

i = 

Il suffit de démontrer que Ton peut déterminer les Y de manière que 
la série du second membre de cette équation représente bien la fonc- 
tion du premier membre. 

Multiplions l'équation (A) par ViûnO dO d^y et intégrons entre les 
limites 6 = o, 6 = t: et t{/ = o, t}^ = 27: ; nous obtiendrons, en nous re- 
portant aux formules (29) et (3o) du numéro précédent, 



«^0 



ou, comme P, est symétrique en Q et ô' et ^ et ^\ 



c >»ac 



// F(6',f)P,sin5'rf5'rf-f=-:^J-^Y, 



•^ 



Nous aurons donc, comme expression delà série du second membre 
de l'équation (A), 

(B) s = y-^-^ r r"p,F(ô', (i')sin5'é/ô'e/f. 

i = o 



(*) Poisson d'abord, puis MM. Lejeune-Dlrichlet, Bonnet, etc., sont parvenus 
à établir directement ce théorème avec toute la rigueur possible. La théorie du 
premier de ces auteurs a été quelque peu critiquée; il n'en est pas de même de 
celle des autres. Nous donnons ici la démonstration de M. Darboux, qui est, sui- 
vant nous, la plus claire et la plus simple. 
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Concevons [fig, 3) une sphère d'un rayon égal à l'unité ayant pour 
centre l'origine O ; soient A et m les points de cette sphère correspondant 
respectivement aux coordonnées 6, ^ et 5', ^\ Nous savons que P,- pour 
le point m ne dépend que du cosinus de l'angle /nOA, et qu'il est ainsi 
indépendant de l'orientation des axes coordonnés. Il nous est donc 

Fig. 3. . 




permis de faire un changement de coordonnées et de prendre la direc- 
tion OA pour celle du nouvel axe Os; nous désignerons par 6" et Y 
lès équivalents de Q' et ij^' pour les nouveaux axes; P, ne dépendra plus 
que decosô", et nous aurons d'abord 



(C) 



cosô''^: cosô cos6'4- sin6sin6'cos(ij> — vj;'), 



puis, au lieu de 1^ formule (B), 



(B') 



« ^21S 



S^y^V^r f P,F(6M")sine^rf5Vf', 



En posant 



(D) 



il vient 



r F(5", f ) rff =. 2ff/{cosô'), 
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intégrale qui peut se mettre sous la forme 

(E) 2nC\j{p)dp, 

en posant p = cosô", en se rappelant que P/ ne dépend que de p, 
La série (B') peut alors s'écrire de la manière suivante : 

(B") S==^jry(/')rf/'[P.H-3P.-h5P, + ...(2/-M)P,], 

en s'arrêtant au terme dont l'indice est i. 

Mais, si Ton se reporte à la formule (i6) du n^ 55, on voit que 
cette formule revient à la suivante 



s = zfyip)dp{ 



rfp, . </?/+, 



dp dp 



d'où, en intégrant par parties, 



Or, nous avons 

P, :^ I , P,v, = 1 pour /? = I , 

P, = (-iy, P,.,, =.(-,)'-* pour p=^i. 

De plus (56), P|, P,>| tendent vers zéro quand i croit indéfiniment; 
nous avons donc, comme limite, 

s = /•(!), 

OU, en se reportant à la formule (D), 

s = — r ¥{6', f) d<^" pour 6" = o. 
Mais pour 6"== o, le point m vient se placer en A, et alors la fonction 
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F (6", ij"") devient Y{0, i^) et estindépentlaiite de i^"; par suite, 

S = F[i.i). 

Donc la série S représente bien la fonction r[5, ij/). ce qu'il fallait 
établir. 

61. Eccpression d'une fonction d'une seule variableau moyen de/oiic- 
Uonssphériques. — Soient 

9 la variable; 

r(cos5) = Ffu} la fcnction à développer; 

X,- ce que devient li fonction Y, quand on la suppose indépendante 
de 4.. 

En mettant en évi ,ence la constante arbitraire qui entre en facteur 
dans X,, nous pourr 'ns poser, d'après le numéro précédent, 

(A) r(fi)=VA,x,. 

Au lieu de l'équal jn [^) du n" ol, nous aurons la suivante. 

dont la solution sera donnée par la formule (7) du n" 52, en y faisant 
n = o, soit 



(C) "'=(''- ^jf- 



a.4(î'-i)(ii-3) 



(') L'équation {B)eal encore salisfaile[iar l'expression (-') du même numéro S3, 
en y supposant /i := o, savoi r 

Eii BJoutanl celle expression inullipUée par une constanle arbitr.iire à l'exprès- 
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DU MOUVEMENT VARIÉ DE LA CHALEUR DANS UNE SPHERE DANS LE 
CAS LE PLUS GÉNÉRAL. — APPLICATION A LA CHALEUR CENTRALE 
DU GLOBE. 

62. Supposons qu'une sphère homogène soit placée dans un milieu; 
que, à un instant déterminé pris pour origine du temps, la répartition 
de la température extérieure ait heu suivant une loi donnée; enfin que 
la température du miheu, au contact de la surface, dépende de la 
position de chacun des points de cette surface. Proposons-nous de dé- 
terminer la loi du mouvement de la chaleur dans la sphère dont nous 
désignerons le rayon par a. 

Nous avons vu (20) que Téquation du mouvement delà chaleur en 
coordonnées rectilignes, ou 

rf»V d}^ cT-Y _ i d\ 
dx^ "^ dy^ "^ dz' "" K« dt' 

est satisfaite par le produit de trois facteurs dépendant du temps, 
mais ne renfermant respectivement que les variables a:, j et z. En par- 
tant de là, on peut se demander si l'équivalent de cette équation en 
coordonnées sphériques 

( \ ^rV ^ , _ 2N ^' 1 d^\ __ y dS 

^'^ ^ dr^ "^ ^fi^' '"• ^ e/|x "^ 1 — |x2 dY- ~ K« tU 

ne peut pas être aussi satisfait par le produit de trois facteurs dépen- 
dant de /, mais dans lesquels il n'entre respectivement que l'une des 
variables r, fx, ij;. 
Posons d'abord 

(2) rV==U, 

l'équation précédente devient 
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Soit maintenant 

(4) V^pTe"""'^'', 

m étant une constante, p une fonction de r, et Y une fonction de fz et ^. 
En substituant cette expression dans Téquation (3), on trouve 






d\ I d^Y 



d\L I — {X* d'^'' 



— o. 



En désignant par i un nombre entier positif quelconque, posons 

yU' + ^p )='(' + •)• 

d'où 

L'équation ( 5 ) devient, ep affectant Y de Tindice /, 

équation connue dont nous n'avons pas à nous occuper quant à pré- 
sent. 

03. Il nous reste à intégrer l'équation (6) ou du moins à y satisfaire 
en vue du problème proposé. 

Supposons que p soit développableen une série ordonnée suivant les 
puissances ascendantes de r à partir de l'une de ces puissances dont nous 
déterminerons ultérieurement l'exposant. Désignons par v un nombre 
entier positif quelconque et par Çv "i^c constante. 

Posons 

(8) p = lZ.r\ 

En substituait cette expression dans l'équation (6) et égalant à zéro 

21 
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le coefficient de r"'' on trouve 



Pour que Ç, ne devienne pas infini, nous ne ferons comnieiieer la 
série qu'à partir tltî v = i, et, en prenant C< = ' - no"s aurons suocessi- 



..3;(-H3j((-t-51 



(lO) 



*'-*-" ,.3.5^<■^-3)^<+5((<■^-7l 

Nous avniis donc, comme inlégrnle particulière de l'rqnaliou (G), 



..3.r,(/+3)(/+3)((+7) 



Nous obtiendrons inie seconde intégrale particulière de la même 
équation, en supposant que p soit développé suivant les puissances 
négatives der. En changeant v en — v dans l'équation (g), on trouve 



La série ne devra commencer qu'à partir de •. 
ï_, = I, on Irouve 



, et, en |)ren.int 



d'ot'i, pour ta seconde solution cherchée, 
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En ajoutant les expressions (lo) et (lo'j après les avoir multipliées 
par des constantes arbitraires, on obtiendra l'intégrale générale de 
l'équation (6). Mais nous n'avons pas à tenir compte de la solution 
(lo'), parce qu'elle devient infinie pour r = o. 

64. On peut mettre l'intégrale de l'équation (6) sous une autre forme 
qui nous sera plus avantageuse en ce qui concerne la condition relative 
à la surface de la sphère. 

Si nous posons 

(il) p = ur-'y 

l'équalion précitée devient 

équation dont nous avons donné l'intégrale sous différentes formes aux 
n"* 26 et suivants. 

Nous aurons notamment pour l'intégrale particulière, qui ne devient 
pas infinie pour r = o, 

par suite 

(i3) p = ('-)'"' f cos(/n^cos$)sin2'^'ôr/6. 

En prenant la constante égale à —^:;ri^ Legendre est arrivé à repré- 

senter p par la somme de deux termes proportionnels à cos(m/-+- e) et 
à sin(mr-h s), g étant une constante. Poisson, en s'inspirant de l'idée 
de Legendre, est parvenu à une autre expression qui se prête beaucoup 
mieux au calcul relativement à la condition à la surface, et que nous 
allons fiiire connaître. 

Désignant par y un nombre entier positif, cherchons à satisfaire à 
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r#^|iMtî^jD ' îij far une suite de la forme 

u = e > A^r*. 



Kn Mibstituaut et égalant à zéro le coefficient de i^\ on trouve 



y 4-1, 21 — y A^^., -f- 2 — \ — I I — y. A, = o 



m 
a 



Nous avons donc Tintégrale particulière 



m V > 



-f- > (2-\ — I ) 5 r-^ r— : h 

^ \ a' / 1.2.3.. .V. 2/ ;2« — I (21 — v-HlJ 



cette suite est limitée et comprend i + i termes. 



Kn remplaçant dans la formule précédente \ — i par —y-" '» A^par 
A'^, nous aurons cette seconde intégrale particulière 



th ■= A> ' 



/n-v' 1 



V / //i ' - - -\' / / — I ' ' I — 2 ' ... « — V -h 1 ^ r* "1 

I -h > ( 2 -V — I r. : : ^ ; 

>- I 



Ijii somme de w, -f- Mj ou 









# J I 



wi-V - I 



^ J 1.2. . .V.2£(2r— l). . .(2«--v4-l) 



svvii Viiitégrale générale de Téquation (12). 

Remplaçons maintenant les exponentielles imaginaires par leurs ex- 
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pi*essioiis trigonométriques et posons 

X = — r: : r H ^ 



i.2.2{(a< — i) i .2,3.^,21(^1 — l)(2i — 2) (2/ — 3) 

r , . /"' 

2mi - 2' m' i(i — 1 ) (i — 2) — 



• ♦ 



I»2I I.2.3.2«(2« — 1)(2£ — 2) 



r* 



2»/n»/(i-i)(£-2)(/-3)(i-4)-i 

1.2. 3. 4. 5. 2 «(2/ — 0(2 £ — 2)(2i — 3)(2£ — 4) 

Désignons par C et C deux constantes arbitraires substituées à A^, A'^ 
dont elles dépendent, nous aurons 

M = C (Xsinm X'cosm- ) -hC7(Xcosw - -{- X'sinm- )» 

\ a aj \ a a) 

et enfin 

i p = Cr""' (Xsin/n X'cosm- \ 

t 

Pour de très petites valeurs de r, le second lernie de cette expression 
se réduit sensiblement à C'r^ qui, devient infini pour r = o. Il faut 
donc que C soit nul, et alors nous aurons simplement 

(i6') d=r;-'Yxsinw^ —X'cosm^), 

en supposant C=i i, ce qui est permis, attendu que ce coefficient 
ne ferait que multiplier les deux constantes arbitraires que renferme Y^. 
L'équation (i) sera donc satisfaite par 

(17) V = Jy,« "*=RY,e «', 



en posant 



_ P ' 



(i8) R = r. 



l4S THÉORIE ANALYTIQUE DE LA CHALEUR. 

16. Condition relative à la surface, — Soit V la température du mi- 
lieu au contact de la sphère qui peut varier avec jul, ^e\. t. La condition 
dont il s'agit est la suivante 

(19) _4-i(V-V') = Q pourr = a. 

Les formules (i) et (19) étant linéaires, V se compose de deux parties. 
Tune dépendant de V ou des causes échauffantes ou refroidissantes 
de l'extérieur, l'autre qui en est indépendante et qui résulte uni- 
quement de la manière dont la chaleur a été primilivement dans la 
sphère. 

6(î. Partie de la température dépendant de V état initial. — Nous devons 
ici substituer à la condition (19) la suivante 

(19) _ _|-_=o pour r = a, 

qui correspond à l'hypothèse d'une température extérieure constante, 
V représentant l'excès de la température sur cette constante. 
En substituant l'expression (17) dans cette condition, on trouve. 



ou, en vertu de l'équation (16'), 



o pour r = ay 



|_[^._x'(i-^)-<..(-^)J 

Cette équation fera connaître les valeurs en nombre infini que l'on peut 
jittribuer àm. 

Dorénavant nous désignerons par p/,;i, Kf,„ les valeurs de p, R 
qui correspondent au nombre i et à la racine m de l'équation (21). 

A la solution 

V = R,„.Y,e •" 
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K8. Délerminaiton lies Jonctions xphériqiies dont dépend la tempèrtl- 
ture, dues à l'état initial. 

Soil Flu, fi, "ji) la foiiclion donnée qui représcnf^ la lfm|iérature 
initiale. Nous avons 

(=5) !■■(/■. ^ 4.) =2 Y, 111,,.. 

Ue cette équation on déduit d'abord (59) 

( dji.' f F(/-.,u.',4.')P,rff =4î^2B,„, 
puis 

'•■i(i) / r'K,„dr f ,M /"'l'(r, u.'. f )P,rff = ^^^ f irR^„)'dr. 

Sait 

lu développement de !■ en séi-ie de fonctions sphériqiies. lesquelles 
dépendent de r. 

I/éqii:ition (a'i) se transforme dans la suivante 



<roù 



f r'R,„7.,rfr=Y, f (rR.JVr, 

f i'l\,.7„Jr 
Y,= '-^ , 

f irn,,.)'* 



et le problème proposé se tnûuve ainsi résolu. 

On remarquera que Y, doit nécessairement être indéjjeLidanl du 
clioix de la racine m de l'équation (21). 

(>9. Température Jïnale de la sphère. — L'équation ( a 1 ) a une racine 
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nulle, comme on le reconnaît immédiatement d*ailleurs en portant la 
valeur (i3) dans la condition (20). Cette racine correspond à l'état 
d'équilibre de température. Dans ce cas, l'équation (12) se réduit à 

d^u 21 du 

dr* r^ dr 

L'intégrale particulière de cette équation, qui ne devient pas in- 
finie pour r= o, est, en désignant par Q une constante, 

d'où 

Or la valeur de pi ne peut satisfaire à la condition (20) que si Q = o. 
Donc l'état initial de la chaleur de la sphère n'a aucune influence sur 
sa température finale, qui ne dépend dès lors que de la partie de la 
température extérieure V, laquelle est indépendante du temps. Soit 



i = 



le développement de cette partie en fonctions sphériques. Comme 
nous avons ici pour l'expression de la température stationnaire 



V, = ^Y,Qr,, 



la condition (19) donne 



1=0 



2[y,c,(,v-.i')-^'] = - 

i"0 



et il faut que chacun des termes de cette somme soit nul, ce qui 

exige que l'on ait 

Y = Y- 



c, = 



/ in 



) 

22 
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On a donc pour l'expression de la température finale 

i = « 

I.a valeur complète de la température, abstraction faite de Tin- 
fluence des termes variables de V, s obtiendra en faisant la somme des 
expressions (29) et (22), en ne considérant dans la seconde que les 
racines m différentes de zéro. 

70. Avant-dernier état de la chaleur dans une sphère d'un grand 
rayon. — L'équation (21) peut se mettre sous la forme suivante 

cosmjm--X„[---(.+ Oj-(rfFA 

(21 ) { 

Si l'on suppose que a soit très grand, cette équation se réduit approxi- 
mativement à la suivante 

(21") X^sinm — X^cos/Ti = o. 

En laissant de côté la solution m = o, la plus petite racine de cette 

3 
équation est /n = tt pour i = o, est comprise entre tt et - tt pour 1 = i , 

entre -tt et 27: pour i = 2, etc. 

Au bout d'Hn temps suffisamment long, il ne restera dans l'expres- 
sion (22) que l'exponentielle qui a le plus petit exposant. Or, pour 
I = o, l'équation (21') devient 



/i 1 \ m 
sin/w \ -\ cosm = o, 

\n a] a 



d'où, en ne conservant que la première puissance de — 



m 

a 



/W = TTl 1 — - 
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La formule (i6') donne alors 



r ( n\ 

' a\ a J 



et Téquation (22) se réduit à 



(3o) V = G Jsin;:^. - ^)e-["^('-=)]\ 

en représentant par G la constante Y©. Au centre la partie variable 
de la température sera 

V. = G„(,-;)e-[ï(-=)]'' 
et à la surface 



(3.) 



** a 



Le rapport de ces deux quantités, ou 



V, -V Cl) n 



est donc extrêmement grand. 
Désignons par 

^— (S), 

la variation que subit la température de la sphère à une profondeur 
très petite g au-dessous de la surface; en se reportant à la for- 
mule («9')» on a 

. 

(3a) AV=iv,. 

et, en vertu de l'équation (3i), 



(3a') 



a 



71. Application à la chaleur centrale de la Terre. — Nous suppose- 
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rons que la Terre est homogène en lui attribuant, si Ton veut, sa 
moyenne densité. A la surface la température moyenne, ou la porlion 
de V indépendante du temps, est assez bien représentée à différentes 
latitudes par la formule suivante, due à M. Brewster, 

v'= - 17^78 -f- 45*^28 v^i - ii\ 

c'est-à-dire par la somme de deux fonctions sphériques dont Tune est 
de l'ordre zéro et l'autre de Tordre i . Si la Terre avait atteint son état 
d'équilibre de chaleur, on aurait, d'après la formule (29), 



(33) v,= -i7»78-+-45»28^^^', 

I-h- 

a 

et cette température finale, en raison de la grandeur du rayon ter- 
restre, éprouverait des variations très lentes près de la surface et qui 
seraient insensibles dans les mines les plus profondes. L'augmentation 
de température observée à mesure que l'on pénètre dans l'intérieur 
de l'écorce terrestre, et qui est de 1® pour 33™ de profondeur, semble 
indiquer que notre globe n'est pas arrivé à son état final de tempéra- 
ture, et nous sommes alors conduit à étudier ce qui peut résulter de 
rhypothèse où sa chaleur propre serait parvenue à son dernier état de 
mouvement, défini dans le numéro précédent. 

Nous pourrons prendre l'époque actuelle pour origine du temps, en 
considérant t comme négatif ou positif, selon qu'il s'agira de temps 
passés ou à venir. 

I.a formule (32') se réduit à la suivante 

AV = -G7r; 
comme on a AV, = i pour s = 33"*, on déduit de là 

(34) G=~== ^^^ =6i35o. 

Soient F une constante, / la longitude du Soleil, t = a — /* une 
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En changeant de signe le radical et remplaçant A et a par d*autres 
( onstantes, on aurait deux autres intégrales, et par suite les intégrales 
générales des équations (35'). Mais nous ferons abstraction des deux 
dernières intégrales particulières, parce qu'elles dépendent d'une ex- 
ponentielle dont l'exposant est positif. D'ailleurs, les deux pre- 
mières (38) nous suffisent pour résoudre la question, puisque nous 
n'avons que deux conditions (36'). Pour déterminer les constantes, 
ces conditions donnent 



A = 



v/ïïK)-^V^r^' 



« cosal H-i/-— i-+-i/-7?sina 

(39) ■ 



R n 
tanga = —^ 



Enfin les équations (37) et (38) conduisent à 
(4o) Y = Ae-^''Kin(lt-^)^-^-CKy 

I 

Saussure a reconnu par l'observation que, à^une profondeur de 
9"", Go, le coefficient de la variation annuelle de V est égal à — de sa 
valeur, ce qui donne la relation 

-HJl I 
^ 12 

d*où 

(40 j^ = o,i34. 

En observant le maximum de la température annuelle à Paris, 
maximum qui correspond à 



sin(// — a) = I, d'où & = - -h a, 
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on a été conduit à prendre 

{f\2) tanga =■■ 0,6. 

En ayant égard aux valeurs (4ï) et (42), la seconde des équa- 
tions (39) conduit à 

(/|3) 71 = 5,796. 

La formule (32) donne, par suile, en y faisant AV= 1, €= 33°', 
conformément à ce que l'on a vu plus haut, 

(44) ¥^=0,1754. 

Si nous, prenons maintenant le siècle pour unité de temps, nous de- 
vons prendre /= 271 x 100, et l'équation (4 1) donne 



a» ~" 10^* ' 



En négligeant - devant Tunité, la température à la surface au bout 

U m 

[lu temps t sera donnée par la formule (3i), qui devient 



(V5) V„= 0,1754 c 



11U5/ 
I0«s 



En établissant un parallèle entre les plantes dont on retrouve les 
traces dans les schistes houillers et certaines plantes qui croissent dans 
la zone torride, on a été conduit à admettre que les preiriiéres avaient 
du croître dans un milieu dont la température était de 35". La tempé- 
rature de la Terre serait donc abaissée à la surface de 20®. En supposant 
donc V^= 20 dans la formule (45), on trouve 

^ t = 414000000. 

Ainsi il se serait écoulé plus de quatre cent millions de siècles depuis 
la période houillère jusqu'à nos jours. 



i 



THÉORIE DE L'ÉLECTROSTATIQUE. 



M 



GfWÉRALtTÉB. 



I. Dans rpx|)Osê suivant, nous n'avons nurune prétention àl'invcn- 
tion. IVous n'avons pour objet que «le coordonner, i notre point <le 
vue, les résultats non sujets à contestation obtenus par Poisson et ses 
savants successeurs, Causs, Green, Clausius, Bertrand, etc. 

Sans remonlcrplus haut, nous trouvons la fonction des forces dans 
les Œuvres i!e Laplace et de Lagrange. Plus tard Gauss désigne cette 
fonction sous le nom de potentiel, expression qui est devenue depui.s 
d'un usage général dans l'enseignement. 

L'emploi du potentiel en électrostatique est souvent entaché d'ol»- 
scurité, à ce point que bien des géomètres physiciens ont prétendu 
que l'on y faisait une trop large part à l'arbitraire et n'ont pas, par 
suite, montré une grande sympathie pour ce genre de recherches. Nous 
nous sommes surtout attaché à faire disparaître les ambiguïtés. 

Les formules de Green se manient avec la plus grande sûreté lors- 
qu'on y regarde d'un peu prés; elles n'ont d'ailleurs d'autre objet 
que de conduire inunédiatement à certains résultats généraux et de 
supprimer des comliinaisons pénibles d'intégrales défuiies, auxquelles 
on est conduit en suivant lu voie ordinaire tracée par la Mécanique 
rationnelle. 



2. Pour expliquer les faits qui se rapportent à l'électricité à l'état 
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d'équilibre, on a recours à une lijpolhî-se que l'on peut résumer ainsi 

qu'il suit : 

i< Lorsqu'un corps n'est pas élei'lrîsé ou qu'il se trouve à l'état na- 
turel, danschacune de ces molécules se trouvent concentrés deux fluides 
impondérables, en quantités égales censées indéfinies, qui sont à l'état 
de combinaison. Quoique ces deux fluides se neutralisent ou qu'ils ne 
produisent aucun effet physique, on est ce])endant convenu d'appeler 
fluide neutre leur état de couibiii 



Pour que le corps soit électrisé, il faut qu'il y ait décomposition par- 
tielle du fluide neutre dans ses deux éléments et que, par un procédé 
quelconque, on ait fait disparaître un de ces éléments, ou encore 
que l'on ait réparti ces mêmes éléments sur deux parties distinctes du 
corps. 

Les deux éléments du fluide neutre ont reçu respectivement les noms 
âe fluide positif el de fluide négatif. Quoiqu'ils n'aient qu'un caractère 
fictifs, ou suppose qu'ils jouissent des propriétés de la matière; c'est 
ainsi que l'on considère une molécule matérielle électrisée comme 
renfermant une molécule électrique, dont la niasse mesure V intensité de 
l'électricité. 

En partant de là et des lois de Coulomb, on a été conduit à poser 
ce principe élémentaire ; 

Deu-r molécules s' unirent au se repoussent, suiiaiitqu'ellesappartiennent 
aux deux électricités de signe contraire ou à la même électricité; leur ac- 
tion mutuelle est proportionnelle à leurs masses et varie en raison inverse 
«lu carré de leur distance. 

Nous admettrons que chaque niasse électrique élémentaire a une 
valeur algébrique et qu'elle porle avec elle le signe de l'électricité à 
laquelle elle appartient. Ainsi, si m est la masse d'une molécule élec- 
trique appartenant à l'électricité positive, elle devra être prise en va- 
leur absolue; si m', est la massé d'une autre molécule électrique agis- 
sant sur la précédente, elle devra être considérée comme positive ou 
négative selon qu'elle appartiendra à la Tncmt' électricité que m ou à 
l'autre électricité. 
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En désignant par r, la distance des m, /w'^, nous représenterons 
par 



mm, 



leur action mutuelle, qui sera positive si c'est une répulsion et néga- 
tive dans le cas contraire. Nous supposons ainsi que Ton prend pour 
unité de force électrique l'action mutuelle de deux masses électriques 
égales à l'unité, dont la distance est aussi égale à l'unité. 

Le travail total de l'action ci-dessus, pour une variation quelconque 
de r, , sera aussi 

/ r dr* mm. 

mm^ I —j = — 1 -hconst. 



f'i 



5. Fonction potentielle et potentiel. — Soient 

m',, m'^, ..., /w'^., ... les masses de molécules électriques agissant si- 
multanément sur la masse m. 

x^ y, z les coordonnées du point m parallèles à trois axes rectangu- 
laires Ox, Oy, Os. 

a?], j/, z\ les coordonnées semblables du point m-; 

r/= yj[x — x'iY-^{y — y'iY-^i^ ~ ^'lY ^^ distance mm]'^ 
X, Y, Z les composantes parallèles aux axes ci-dessus de la résul- 
tante F des actions exercées sur m par les m]. 

Nous désignerons sous le nom àe fonction potentielle la fonction de 
0?, j, z définie par 

et de potentiel de la masse m l'expression 

(2) ' m\. 

Le potentiel n'est autre chose, à une constante près, que le travail 
total de F ou des actions exercées par les/71^, sur m lorsqu'on fait varier 
les distances rj de quantités finies. 
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Supposons que les inoléciiles m^ forment uno masse électrique telle ^ 
qu'on puisse la considérer comme continue; soient du un élément de 
volume en un point quelconque ni do cette masse, p la densité corres- 
pondante, positive ou négative selon la nature du fluide; comme 1 
on peut, prendre m'= }du, nous aurons, au lieu de l'équation (i), la 
suivante 



n) 



d,i 



l'intégrale s'êtendant à toute la masse fluide. 

La fonction potentielle peut être étudiée indépendamment de toutôi 
idée de masse attribuée au point m ainsi réduit à l'état d'un point géo- 
métriqiit', point que nous désignerons sous le nom de centre potentiel. 
Eu faisant varier la position de ce centre, on n'obtiendra un potentiel i 
que lorsque ce centre pénétrera dans l'intérieur de lii masse fluide con- ] 
sidérée ou dans luie autre masse sur laquelle agit cette dernié 

4. Propriétés du potentiel et de la fonction potentielle. — Les formules , 
relatives à l'attraction d'un corps grave sur un point matériel { ' ) s'ap- 
pliquent évidemment ici, en y changeant te signe de V. 

Nous avons d'abord 



(4) 



X = //( 



fA' 



y = m 



d\' 



Z =/« 



(i\ 



Concevons que l'on fasse subir à m un déplacement élémentaire d^ 
suivant nue certaine direction m| et soit F^ la composante de F suivant j 
cette direction. Nous aurons, en égalant entre elles deux expressions du J 
travail élémentaire, 

d'où 

(5) f! = '"'S- 



(') Œiiires Hc f.aplace, t. II, liv. III; Olhajiel, Cours de .Mécanique rfcl 
l'École Polytechnique (êdit. de i845), l. Il, p. i65 ei suîv ; II. Resâl, Traité^ 
élémentaire de Mécanique céleste, Ch, Ili. 
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En désignant par C une constante arbitraire, l'équation en œ^ y^ g, 

V=C, 

représente une famille de surfaces dites de niveau. 

Si m est un point de Tune de ces surfaces, et si la direction dem^ est 
comprise dans le plan tangent à celte surface, nous aurons, en vertu do 
la formule (5), 

Fç==o, 

et l'action exercée sur m est par suite normale à la surface de niveau 
correspondante 

Soit dn la portion de la normale à la surface de niveau ci-dessus, 
menée au point m, limitée par une autre surface de niveau qui en est 
infiniment voisine ; nous aurons 

(6) F = -^ (')• 



(*) Il nous parait intéressant de trouver l'expression de Tangle formé par les 
plans tangents en deux points correspondants de deux surfaces de niveau consé- 
cutives. 

Soient {/tg' i) V = C, V=:C -hdC les équations de ces surfaces (A) et (Ai): 
nii les points ou la normale au point m de la première rencontre la seconde ou 

Fig. I. 




le point correspondant de m. Nous praidrons pour plan de la figure celui de Tune 
des sections principales de (A) en m, déterminant dans cette surface la courbe 
€ui' et dans Tautre le profil ald^, 
Portons sur aa' à partir de m la longueur infiniment petite mm' = ds et dési^ 
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Si le point m n'est pas compris dans Tintérieur de la masse fluide, la 
fonction potentielle satisfait à l'équation aux dérivées partielles sui- 
vantes : 

, , dr-s ci^\ ci*\ 

Dans le cas contraire, on a 

p étant la densité du fluide au point intérieur /w. 

gnons par m\ le point correspondant de m' \ menons en mx la parallèle à mm' 
jusqu^à sa rencontre q avec m/ m\y nous avons, en supposant la masse m égale à 
Tunité, 

dn •=z mm^, 

j, dC . dC 
dn F 

, ddn , jn ^ 

m. g = — -- ds = dL> -y- y 
^^ ds ds ' 

el, en appelant i Tangle w', m, 7, 

dl dl 



i^^-^^ds^dc4 
/w, q m,m! ds ds 

Si Ton distingue par un accent les valeurs de i*ei ds qui se rapportent à Tautre 
section principale, on a de même 

Prenons les directions de mmi^ m,m! pour axes des z et des x^ Téquation du 
plan parallèle en m au plan tangent mené au point m^ sera 

a: tangi 4-/tang/' — .c=:o. 

Le cosinus de Tangle cherché y» que forme ce plan avec le plan xmy^ sera donné 

par 

I 

cos Y = 1 

sji 4- tangC I -h tang* V 
d'où 
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Enfin, si le point m se trouve à la surface, on a 

, , d-y d^\ d^\ ,,, 



§ IL — De l'équilibre électrique d'un conducteur. 

5. Niveau potentiel . — Si, à un instant quelconque, un corps con- 
ducteur possède une certaine quantité libre d électricité, cette quantité 
ne subira aucune moilification que si l'on se trouve dans les conditions 
suivantes : 

I® Le corps doit être placé dans un milieu non conducteur, et qui 
exerce sur sa surface une pression supérieure à zéro; 2** il ne doit se 
trouver en contact qu'avec des corps non conducteurs; 3*^ il doit être 
suffisamment éloigné d'autres conducteurs, pour que ces derniers 
n'exercent sur lui aucune action appréciable. 

Si l'équilibre électrique est établi, les deux fluides restent à l'état de 
combinaison dans toutes les molécules matérielles du corps. 

En effet, supposons que, en un point de ce corps, le fluide neutre s<» 
trouve décomposé en ses deux éléments égaux m et m\ L'un de ces 
éléments étant soumis à une atlraclion et l'autre à une répulsion, ils se 
sépareraient de plus en plus, c'est-à-dire qu'il y aurait mouvement d(» 
l'électricité, ce qui est contraire à l'hypothèse de l'équilibre. 

Ainsi donc il ne s'exerce aucune action électrique dans le corps à 
partir de sa surface, c'est-à-dire que l'on a 

X = o, Y = o, Z = o, 

ou, d'après les équations (4), que la fonction potentielle a une valeur 
constante dans tout l'intérieur du corps. Cette constante, qui joue un 



(*) On ne donne pas généralement cette formule, mais on rétablit de la même 
manière que la formule (8), par la considération d'une sphère d'un rayon infini- 
ment petit ayant son centre en m. Mais Ton voit ici que Ton ne doit considérer 
que la moitié du potentiel de cette sphère. 
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rôle important dans la théorie de l'Électrostatique, a reçu le nom w 

niveau potentiel. 

L'équation (8) doune, pour l'intérieur du corps, f; — o, ce qui de^J 
vait paraître évident à priori. Ou déduit de là que le potentiel d'un? 
point intérieur du conducteur est nul. 

D'après ce qui précède, on voit que la seule hypothèse que l'on I 
[»uis5,e faire est de supposer que l'électricité forme une couche répandue 1 
-sur la surface du corps, et que cette surface est une surface de ni- 
veau ( ' ). L'épaisseur de la couche, généralement variable d'un point à I 
.un autre de la surface du corps, ne peut pas être appréciée; toutefois;! 
ffli admet qu'elle est très petite. '* 

La couche électrique n'exerçant aucune action sur le corps, récipro-^ 
t|uemeiit le corps, dans ses éléments, n'exerce aucune action sur la 1 
couche. D'où il suit que chaque molécule électrique de cette couchei 
n'est soumise qu'aux forces répulsives provenant des autres parties de 1 
la même couche. 

La fonction potentielle changera brusquement de valeur quand on'] 
|)a&sera d'iui point de ta surface à un jtoint de la couche qui en .sera J 
aussi voisin que l'on voudra; il en sera de même lorsque l'on passerai 
d'uu point de la couche à un point de sa surface extérieure; c'est ce qui I 
résulte des équations (8) et (9). 

(». Densité électrique superficielle. Charge électrique. — Soient rfu un 1 
t'iément de la surface du corps; e et js l'épaisseur et la densité corres- j 
pondantes de la couche électrique; on peut prendre rfu = Erfu, et I.1 [ 
formule (3) devient 

Mais, comme il est impossible d'apprécier p et i, il est plus sîtnple4 



(') La surface libre de la couche ne sera généralement pas une surface de r 
veau, quoiqu'elle ne soil soumise qu'à une pression normale. En efTel, la coudi- à 
lion qui exprimerait qu'elle est de niveau sera presque toujours incompatible J 
nvec celle qui exprime que la valeur de In fonction potentielle de la couche e»t I 
<'onstante pour tous les points du corps conducteur. La distribution des pre»sioR9il 
<lans la couche diU'ùrera donc quelque peu de celle que donne l'Hydrostatique. 
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de poser 

pt — li, 

h étant ce que roii est convenu d'appeler la densité superficielle de /V- 
lectricité. On a ainsi, pour la fonction potentielle, 

et pour la masse de la couche électrique, c'est-à-dire la charge élec- 
trique du corps. 



(i(;) M=j' 



h d(t). 



Des considérations qui précèdent, il résulte que l'éleclricité peut 
être regardée comme formant, à la surface du conducteur, une pelli- 
cule sans épaisseur appréciable, mais ayant une densité constante ou 
variable par unité de surface. 

7. Relation entre deux charges que peut recevoir un conducteur et les 
deux fonctions potentielles correspondantes relatives à un même centre, — 
Si Ton substitue à la couche électrique dont la densité superficielle 
est h une autre couche-dont la densité soit proportionnelle à cette der- 
nière, la nouvelle satisfera encore à la condition de l'équilibre élec- 
trique, car, puisque V est constant dans l'intérieur du corps dans le 
premier cas, il le sera également dans le second. 

SoientM' et V ce que deviennent M et V, lorsqu'on passe du premier 
état d'équilibre au second, en concevant le même centre potentiel. 
Nous aurons évidemment 

, . M' V 

et, en distinguant par l'indice o les valeurs que prennent V et V 
loi*sque le centre potentiel se trouve dans l'intérieur du conducteur, 

('7')- l-t 

24 
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On voit ainsi que deux charges électriques successives d'un même 
(*orps sont proportionnelles aiix nweaux potentiels correspondants. 

On comprend ^insi ce que l'on doit entendre en disant qiie Vonchcwge 
un corps à un niveau potentiel déterminé. 

f^s formules (17) et (17') peuvent se mettre sous les formes sui- 
vantes, 



(18) 
ii8') 






8. Rappel d' une formule de Green . — Soient 

U, V deux fonctions des trois coordonnées rectangulaires cr, y^ z, assu- 
jetties, ainsi que leurs dérivées partielles, à rester finies dans un vo- 
lume terminé par une surface fermée ; 

duy d(ù deux éléments respectifs du volume de la surface ; 

dn une longueur infiniment petite portée à partir de la surface sur la 
normale extérieure. 

On a la relation 



(A) 



dn 



d:ù 






dans laquelle la première et la troisième intégrale se rapportent au vo- 
lume et les deux autres à la surface. 
Prenant U = i , on a simplement 



{^') 



/( 



dx^ 



dy^ 



d'\ 
dz^ 



du = 



=j 



dn 



d(û' 



9. Action exercée par une couche électrique en équilibre sur un point 
de sa masse. — Cxî problème comporte trois questions que nous allons 
examiner successivement. 
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dn la dislancc du point a^ de la surface A|B, à une surface de niveau 
qui en est infiniment voisine, et comprise entre elle et AjB,, tandis que, 
au point (le vue de la formule (12), dn a une signification contraire. 
Nous avons donc 

ce qui exprime que la différence des forces électriques qui s'exercent sur 
deux éléments correspondants de deux surfaces de ni^'eau est égale au 
produit par \n de la masse électrique contenue dans le volume orthogonal 
déterminé par ces deux éléments. 

a" Supposons maintenant que A,B, soit la surface du conducteur : 

comme nous Pavons fait remarquer plus haut, le terme l-r-jdia cor- 

ix^spond à un déplacement normal dans rinlérieur du corps où la fonc- 
tion potentielle est constante; ce terme est donc nul. 

En admettant maintenant que la couche électrique soit extrêmement 
mince, que AjB, passe par un point de la surface libre situé dans Tin- 
têiitMir de la surface laténde {a^a^^ h^ b^^. nous pourrons prendre 

h étant la densité de la couche électrique en a, ; en supprimant Vin- 
dico a devenu inutile, réi|uation [ol] se réduit ainsi à la suivante* 

qui exprime que : 

La forets rappariée à I unité de masse exercée en an p(Hni de la couche 
élei'fnque^ est égale au proifuii par ^Kdela densiié superficidk correspon- 
dante. 

\'^ I /action totale exercée sur U niasse a^a^^ ^t^j) sera 



^ ^ ^ Em $iip|K>^iit i/\l vK vHi rvHou4l>e <ur un ilHfonèttie de MicM 



■ 73 
d'où 



(ii 
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i -r.abc^).' 



OU, en retuphiratit/i par sa valeur en fonction des coordonnées. 



* 7raSc(),'- 



'/?^1^l 



Four déterminer le niveau potentiel, nous pourrons prendre f 
centre ]totenliel le centre O de l'ellipsoïde. 

Concevons un cùne partant du sommet O, et dont l'ouverture spiié- | 
rique, infiniment petile, soit rfu. Ce cône déterminera dans la couche I 
un élément de volume que nous pourrons diviser en d'autres éléments J 
secondaires par les surfaces inGniment voisines semblables û celle de I 
l'ellipsoïde. 

Soient r, t' ^ ru. les portions d'une génératrice du cùne délerniintes | 
par l'ellipsoïde et l'une des surfaces ci-dessus; la fonction potentiilliî 
d'un élément secondaire sera 

— pr'-ï/w ^j- = pr'd'jiu du, 

et, en intégrant entre les limites u = i, i/ = ?,, on uliliendra, poiircelk* ' 
de rélénicnt déterminé par le cône, 

— p ~^^ — /•ikt. 

Ainsi donc nous aurons, pour le niveau potentiel cherche. 



("<) 



v. = -P^ /■'«./. 



l'intégrale s'étendant à la surface entière de l'ellipsoïde. 

Soient Oetfp les angles formés par r avec 0= et ses projectious sur J 
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ce plan .rOj avec Ox; nous avons 

d(ô = sinOd'p dO, 
07 = rsinôcosç?, 
y=z rsinôcosy, 
z = rcos6, 

er de l'équation de l'ellipsoïde on tire, par suite, 

2 * 

sin*6cos-o sin*6sin*o cos*0 



.* 



a- o* c 



î 



]Ai formule {d) devient ainsi 



y. = _/il^P, 



I sin*6 cos* 



sîn6^ 



(p sin*6cos*o cos*0 



c« 



ou encore 



l^j Vo— p ^ J^ rfy I ^^^^^ sin^(> / I cos'y sin'o X /" 

en posant u = cosô. 
Supposons d'abord que les trois axes soient inégaux et que Ton ait 

et posons 

.2 cos*«p sin*?) pj I cos*cp sin'© 

A -1 — "T" — 75 — ' t> — —, — — 1 — Tr~ ' 



L'intégrale par rapport à a de l'expression (e) prend la forme 



AB f B»m' 



2 • B 

^arctang^; 
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par suite, on a 



V„--p(X^-i)/ 



.•4« , 



[/) 






xarctangi / - — ^ —y 



iiilrgralo iiu*il osl impossible de déterminer dans le cas général; toule- 
Tois, le prol)lèine se trouve ramené à une quadrature. 

Mais Tintégration s'eiïeclue facilement quand rellipsoïde est de ré- 
Nolution:'^admeltonN» en eflVt, que Ton ait a = b^ la formule (e) de- 
vient 



V^r=:~::6,X^- i a- / 



. 1 



( 



/// 



•■-i?-)"' 



M^lon que a^c ou <i <; c, ou que rellipsoïde est aplati ou allongé. 011 
tixiuve, en ayant êganl à la formule ^a\ 



'«* 



arolangâ / , 



>^J 



\\=-2pK}}-i]a 



V7 



* ^ ' '«^ 



-7 — i 
1*- 



\ 



... arcliiiiiîi'— r — I 



» 



ou 






%• i A*— Ocr*| V 

\»^~Jgp ^ log 



«I- 



a* rt* 



\ -T3 -\ • 



^ >x-.ni . ' \ ' .•- 
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Hypothèse d'une couche très mince. — Comme X — i est très petit, 
nous pouvons faire X = i dans l'équation (c), qui devient 

[c ) h = 



4^a6cy/^ + =^, + 3; 

Si Ton a a > 6 > c, le minimum de h correspondra à ^ = o, j^ = o, 
5 = c, et sera 

^= 7 1' 

i\'Kab 

et son maximum, 



^Tz bc 



En portant cette dernière valeur dans la formule (i8) du numéro 
précédent, on trouve que, pour que la couche puisse être en équilibre, il 
faut que 

M<26cv/P. 

# 

On voit ainsi que si Tellipsoïde est très allongé, ou si 6 et c sont très 
petits, il arrivera que, même sous une très faible charge, Télectricité 
tendra à s'écouler ou s'écoulera aux sommets du grand axe, ce qui, à 
un certain point, peut expliquer le pouvoir des pointes. 

En éliminant z dans la formule {a) au moyen .de l'équation de Tellip- 
soïde, on trouve 

(c.) Â= "" 






^■'S-ïi 



Supposons que l'ellipsoïde soit assez aplati dans la direction de Os 
pour qu'il devienne en quelque sorte un plateau elliptique. A une dis- 

tance suffisante du bord, le terme ^* ( -~v "^" Yv ) sera très petit par rap- 
port à I i — /i» ^t ^^^^ ^ura sensiblement 



a} b 

l\-Rab 






'2J 
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Dans le voisinage du bord, i i — "tî devient, au contraire, très 

— 4- Vï )> et l'on a alors, à très peu près, 



,_ M I M 






JC^ 



Dans le cas d'une sphère dont le rayon est a, la formule (c') donne ce 
résultat évident à priori 



(\'KO^ 



. En faisant ). = i dans le troisième membre des formules {g) et (A), 
on trouve 

M arclangi/g-, 



c 



\/s 






C 



v/f-" '~vA-I 



Sia = c, on déduit facilement de ces formules la suivante 






qui est relative à la sphère et qui est évidente. 



§ III. — Des systèmes de conducteurs. 

1 1 • Condition (V équilibre électrique de deux corps conducteurs terminés 
par des surfaces parallèles (théorie de Green). — Considérons deux 
corps conducteurs (A,), (Aj) chargés d'électricité dont les surfaces 
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sont parallèles^ très peu éloignées Tune de l'autre et séparées par une 
substance non conductrice (A). 




Soient [Jig. 3) 

O, un point quelconque de la surface du premier corps; 

Oa le point où la normale 0,z en O, rencontre la surface du second 
corps ; 

O, x^ 0< j deux axes rectangulaires compris dans le plan tangent en O ; 

e l'épaisseur constante de (A) supposée assez petite pour qu'on puisse 
négliger celles de ses puissances qui sont supérieures à la seconde; 

A,, Aa les densités électriques superficielles et V, , Vj les niveaux po- 
tentiels de (A,) et (Aa); 

V la fonction potentielle, variable d'un pointa un autre de (A). 

Nous admettrons, pour fixer les idées, que la surface de (A,) oppose 
sa convexité au plan tangent xO^y et nous désignerons par rindice i 
les dérivées partielles qui se rapportent à Torigine 0< . 

Nous avons 



(21) 



V, 



(S).^ 






d 



Pour un point infiniment voisin de 0| situé sur l'intersection de 1« 
face (A,) et du plan zQ^x^ on a, en remarquant que rfV = o et q< 
dz est du second ordre par rapport à dx^ 

\dxj^ \dzji \dz^Ji 2 



Si Rj. désigne le rayon de courbure au point O, de la section conside 
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rée, on a 

az= -Tj- > 

et l'équation précédente se transforme dans la suivante 

Clomnie celte dernière doit être vérifiée quel que soit dx^ il faut que 
d'où 

("^ (S). = - ifc (£).• 

En désignant par R^. le rayon de courbure en O, de la section faite 
dans la surface de (A,) par le plan zO^y^ on aurait de même 

mais, comme (A) est extérieur à (A,), V doit satisfaire à l'équation (7) 
du n® 4; en substituant dans cette équation les valeurs (a),(|3) et dési- 
gnant par - la courbure ^ — h p- de la surface en O, , on trouve 

• 



L'équation (21) devient alors 



v.-v.='(S).(-À) 



Maison a, en vertu de la formule (19) du n® 9, 



(S).=4''^" 
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par suite 

(22) V2- V,= kneh, (^\ + ~y 

Supposons maintenant que l*on place l'origine des coordonnées en 
O2 en dirigeant l'axe des z suivant OjOi; la courbure de la sur- 
face de (A2) en Oj sera de signe contraire à celle de la surface 
de (A,) en O,, mais pourra être considérée comme étant égale à 

- en valeur absolue. De l'équation (22) on déduira ainsi la sui- 
vante 

(22') v,-V2=4Tre''2(i-fr)' 

€t de ces deux formules 

(23) h,= -h,(^i + ^). 

Soient rfw, un élément de la surface de (A|) en O,; rfwa l'élément 
déterminé sur la surface de (A2) par les normales menées aux dif- 
férents points du périmètre de rfoi),, on a, aux termes du second ordre 
près, 

(24) d(Ù2=d(ù^(^i- Çj (•), 



(>) Soient 

mn =i ds, mn' =: ds' 

les éléments respectifs des deux lignes de courbure passant par le point m d^une 
surface, m' Tintersection de la ligne de courbure de même espèce que mn' passant 
par n, avec la ligne de courbure de la secondé espèce passant par /i'; R, R' les 
rayons de courbure de mn et mn'. L'aire mnm'n' a pour expression 

dui^ziz ds ds'. 

Menons les normales aux points m, n, m'y n' jusqu'à leur rencontre avec une 
surface intérieure parallèle à la proposée et qui en est distante de e. Nous 
déterminerons ainsi sur la seconde surface un élément superficiel qui aura pour 
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<l'oiJ, au même degré d' approximation, 

( u^) ) A, rfwi = — Aa rf«2 

vi\ (|ui exprime que les quantités cl' électricité qui se trouvent sur deux 
éléments correspondants des sur/aces des deux conducteurs doivent être 
égales et de signes contraires. Ce théorème s'étend évidemment à deux 
portions correspondantes des deux surfaces, et, par suite, aux surfaces 
rnlitVes. 

Si Ton néglige n devant l'unité, on a simplement 

re cpii exprime que la densité électrique superficielle de chaque conduc- 
teur est proportionnelle à l'excès du niveau potentiel de l'autre sur le sien 
propre et varie en raison inverse de la distance des deux conducteurs. 

Les considérations qui précinlent sont notamment applicables au 
conder^sateur^ au carreau de Franklin et à la bouteille de Leyde. 

Si M, et Ma sont les charges des armatures (A,), (A,) delà bouteille 
th^ l.t^vde, n la surface de cette armature, on a 



iii 



\illCUI 






/,,..&. l^»l_j:),fc'(^!i__r)-=./,,fe|._e(^^^) + ^,] 



''-•"•*"' h •*lfi"K^*"wl 



Sî t* esl <ir^so4 i^olil |H^ur i|u\mi puisse en né^lîs:er U seconde puissance, 



'**. <**. |> «'(^-S')J 



w ^wi hWi «mUv ol«\k!i«> ^Mv l« l\knttul«^\ *i> 4tt t«^\ke. 
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Nous admettrons en principe que lorsqu'un corps électrisé par influence 
se trouve en communication avec la terre, son niveau potentiel est nul. Et, 
en effet, la fonction potentielle a la même valeur en un point quel- 
conque de l'intérieur du système formé parla terre et le corps; comme 
il y a dans la terre autant d'électricité positive que d'électricité néga- 
tive, cette valeur est nécessairement nulle. La grandeur du rayon de 
la Terre suffirait d'ailleurs pour justifier le prmcipe dont il s'agit. 

Si donc l'armature extérieure (Aa) de la bouteille de Leyde est en 
communication avec le sol, nous aurons V2 = o; sa charge sera 

(28) M2=^ = -M., 

M| étant la charge de l'autre armature. 

12. Système formé de conducteurs dont l'un enveloppe les autres. — 
Soient (A,) le conducteur enveloppant; (Aa), (A,), ... les autres con- 
ducteurs; M/ la charge de (A,). 

Considérons l'espace limité par les surfaces de tous les conducteurs 
ou plutôt par des surfaces de niveau extérieures qui en sont infiniment 
voisines. Pour chacun des points de cet espace l'équation (7) s'applique 
et l'équation (A') se réduit à 



/ 



-j- (lo = o . 
an 



Mais, en remarquant que Vêlement dn doit être changé de signe, puis- 
qu'il est dirigé en sens inverse de celui qui se rapporte à la surface de 
(A,) et à la surface de niveau extérieure qui en est infiniment voisine, 
et désignant par h la densité en un point quelconque des couches élec- 
triques, la formule (19) donne 

d'où 

fh d(ô = o, 
ou encore 

M, -f- Ma-^ ... =0. 
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Ainsi la somme algébrique des charges de tous les conducteurs est nuUe. 

Supposons, en particulier, que le conducteur (A|) n'ait pas reçu de 
charge initiale, et qu'il ne soit ainsi électrisé que par l'influence 
de (Aa), (Aj), ... ; en désignant par M', la quantité d'électricité qui se 
trouve sur sa surface extérieure, nous aurons M'j -f- M, = o, d'où, en 
vertu de la formule ci-dessus. 



IVrjZrr-M^rizMi+M, 



. . • , 



ce qui n'est autre chose que l'expression de cette loi de Faraday : La 
quantité d* électricité induite sur un corps enveloppant est égale à la quan- 
tité inductrice. 

13. Conducteur présentant des vides intérieurs qui ne renferment pas de 

masses électriques, — Nous allons d'abord établir le lemme suivant : 
Quand une surface feimée ne renferme aucune masse électrique et que 
sur cette surface la fonction potentielle a une valeur constante^ cette 
fonction est également constante dans l'espace déterminé par la sur- 
face. En effet, en un point de cet espace, l'équation (7) est satis- 
faite. O n aura d'ailleurs^ = — [\T:h=^ o, puisque la surface nest 

pas recouverte d'électricité et que partout A = o. Une formule de 
Green (*) conduit au résultat suivant 






(*) En conservant les notations du n* 8, on a 

— Aj— ^ — C(—— ^^ ^'^\du 
J d^ J \d*^ d^ dy dy dz dz ) 

Si l'on fail U = V, celte formule se réduit à la suivante 

i ^(^ ^ ^ ^ -d^^r" =r rf^ - j\^ -^n?-^ -d^n 

qui est celle dont on fait usage dans le texte. 
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qui exige queV soit constant dans Tespace considéré, ce qu'il lallait éta- 
blir 

Revenons maintenant à notre sujet et considérons un conducteur dont 
la surface extérieure est électrisée, présentant des vides intérieurs qui 
ne renferment pas de masses électriques. 

Soient V, la valeur constante de la fonction potentielle à la surface 
d'une cavité; K la valeur de la fonction potentielle en un point O du 
vide; Om un rayon quelconque partant du point O et rencontrant la 
surface en un point m. En suivant ce rayon, la fonction potentielle va- 
riera entre K et V, , et il y aura l'un n de ses points pour lequel la fonc- 
tion potentielle aura une valeur déterminée R' comprise entre K et V: 
le lieu des points n sera une surface rentrant dans les conditions du 
lemine précédent et dans 1 intérieur de laquelle la fonction potentielle 
serait égale à R', tandis que, en O, elle est égale à K, ce qui est absurde. 
Ainsi, comme on ne peut pas supposer que R soit différent de V|, il 
faut que la fonction potentielle dans l'intérieur de l'espace vide ait la 
même valeur constante qu'à sa surface. 

Il résulte de là que des cavités dans un conducteur nont aucune in- 
fluence sur le mode de répartition de V électricité sur sa surface extérieure 
et quilse comporte comme s'il était plein. 

14. Théorème de Clausius{* ]. — Considérons un système composé 
de m corps conducteurs (A,), (Aj), ..., (A/), ..., (A;„) et supposons que 
ces corps aient reçu successivement deux charges électriques. 

Soient 

M/, M], les quantités d'électricité qui recouvrent (A,) lors du premier 

et du second chargement; 
V/, V- les niveaux potentiels correspondants. 

Concevons l'espace limité par les surfaces des conducteurs et parcelle 
d'une sphère d'un rayon R aussi grand que l'on voudra qui enveloppe 
tous les corps et dont le centre se trouve dans le voisinage de ces 
corps. 



(*) Annales de Physique et de Chimie de G. Wiedemann, p. 493 et suiv.; 
1877. 

a6 



Soient 
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du un élémeiil de volume de cel espace nu jioinl [x, y, z]\ 

V, V les valeurs des foncLions potentielles relalives à ce point lors «le 

lii première et de la seconde charge; 
dtù un élément de l'une ou de l'autre des surfaces qui liiiiîtonl l'espiiee. 

\a formule (A) du ii" 8 donne 

J.^ -^ ''■■' -J ^ U-= ^ T/r^ + -,7? ) '^'^ 

^i^ 777''" -./^ (7.-' ^ 7771 ^ TTHr)'/"- 

(domine il n'y a pas d'électricité dans l'espace ci-dessus dé6ni et que le 
]>oint(.r, j-, 3) est extérieur aux (A,), V et V salisfont à l'équation (7)1 
ft la formule précédeiile se réduit à 



f^^''--f<.''" 



Coitsidéroiisd'abord la portion de l'intégrale du premier membre de 
i-ette équation qui se rapporte à las])bère et prenons pour centre O de 
cette sphère le centre de gravité des masses M^-; si la distancer d'un 
point quelconque [t, y, z) ii ce centre est suffisammenl grande, on a 



et, pour la surface de la sphère, 

dY _ 

(In ~ 



quantité 1 



zéro SI nous prenons R — » , ainsi qu'i 
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permis de le supposer. Comme le même raisonnement s'applique à 

^-» on voit que la sphère ne joue aucun rôle dans l'équation (a). 

Désignons par rfw^ un élément de la surface du conducteur (A,) ; V, 
et V^. étant constantes à la surface de ce corps comme dans son intérieur, 
Téquation (a) devient 

Soient A/, A- les densités électriques à la surface de (A,) qui se rap- 
portent respectivement à la première et à la seconde charge; on a, en 
vertu de la formule (19) et en changeant le signe de dn^ comme 

au n** 12, 

d\'\ , j, d\ i f , 

et l'équation (p) devient 
ou encore ( * ) 

(•29) v,m; -h v,m: 4-. . .=- v;m, -4- y;M, 4-. . .; 

telle est la formule qui constitue le ihéorème de M. Clausius, et dont 
on déduit, comme conséquences, plusieurs autres théorèmes particu- 
liers, auxquels divers auteurs étaient arrivés auparavant^ et que nous 
rappellerons dans ce qui suit. 

15. Supposons que le conducteur (A,) se trouve en communication 
avec la terre; on a (i i) V,= o. 

Admettons maintenant que le corps (A,) étant isolé n'ait point reçu 
de charge initiale; il ne sera électrisé que par influence, c'est-à-dire 
qu'il sera recouvert de deux quantités égales d'électricité de signe 



(*) D'après M. Bertrand {Journal de Physique de d'Alineida, t. III, p. 73), 
celle formule aiiraîl élé antérieurement établie par Gauss. 
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contraire, de sorte que Ton a M/= o, M- = o. De ces considérations 
résulte le théorème suivant : 

Les corps qui, lors des deux charges, sont en communication ai^ec 
la Terre ou qui sont isolés sans charge initiale ne donnent aucun terme 
dans r équation ( 29 ) . 

16. Admettons maintenant, comme tout ce qui va suivre, que 
les (A/) autres que (A,) et (A2) soient en communication avec la terre, 
«u que, étant isolés, ils ne reçoivent pas de charge initiale. L'équa- 
tion (29) se réduira à la suivante 

(3o! V,M', ^V2M;r=:V;M,-KV;M2 

17. Supposons que, (A, ) et (A,) étant isolés et non électrisés, (A, ) 
seul reçoive une charge que nous désignerons par E, en développant 
dans (A2) le niveau potentiel Va; puis que (Aj) reçoive la même charge 
en soustrayant (A,) à toute action extérieure. Nous avons 

M2 = o, M', =0, M, = M2 = E, 

1» » 
ou 

:3i) v,=v;. 

Doue, le niçeau potentiel qui naît dans (A,), quand (A,) a été seul 
chargé, est égal à celui qui naît dans ( A| ) quand on effectue C opération 
inverse et que les deux charges sont égales, 

18. Théorème de Riemann. — Supposons que, à la première charge, 
le corps (A,) se trouve au niveau potentiel K, que (A2)» mis en com- 
munication avec la terre, reçoive de ce corps par influence la quantité 
d'électricité Ma; puis que, à la seconde décharge, (A,) se trouve au 
même niveau potentiel K, tandis que (A, ), mis en communication avec 
le sol, se trouve recouvert de la quantité d'électricité M',. Nous avons 

v,=o, v;=o, v,=v; = K, 
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et la formule (3o) donne 

(32) m;-.M2. 

■ 

Donc la quantité d^ électricité qui, sous l'influence de (A|), s'est accu- 
mulée sur {A2) mis en communication avec la Terre, et celle qui s'est 
accumulée sur (A, ) mis en relation avec la Terre, par r influence de [\.^), 
sont égales lorsqiCily a égalité entre les niveaux potentiels pour ces deux 
charges. 

§ IV. — Du TRAVAIL DES FORCES ÉLECTRIQUES. — DÉCIIARCES. 

19. Expression du travail des forces électriques. — Soienl(A,), (A.^ ) . . . , 
(A/), ... des conducteurs chargés d'électricité et réagissant les un s sur 
les autres. 

Une modification introduite par une cause quelconque dans les in- 
tervalles intermoléculaires du fluide électrique donnera lieu à une 
production de travail mécanique dont la considération mérite un 
sérieux examen. 

Désignons par r la distance de deux particules électriques, dm 
et dm' appartenant au système des conducteurs ci-dessus désignés. 
Le travail élémentaire des forces électriques a pour expression 



d(B=J —yj-dr=^dj —jr- 



le signe de Tintégration s'étendant à toutes les combinaisons deux à 
deux des molécules électriques. 

Nous désignerons sous le nom de potentiel total du système élec- 
trique Texpression 

de sorte que nous aurons 

da^ = dW. 

« 

En passant d'un certain état initial , que nous caractériserons par 
Tindice zéro, à un état quelconque» nous aurons pour le travail déve- 
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loppc entre les deux étals 

I! ç::=W-Wo. 

Avant d'aller plus loin, nous ferons remarquer que, si le fluide revient 
à l'état neutre, on aura W = o, puisque toutes les masses électriques 
s'annuleront, et par suite 

(2) G = -Wo. 

Si nous désignons par V la fonction potentielle de dm relative à tous 
les autres éléments du système électrique, et si nous considérons l'in- 
tégrale 

S\dm, 

étendue à tous les éléments dm du système total, les termes tels 
que — seront reproduits deux fois, et nous devrons prendre 



■^) w=l/ 



M dm. 



Si nous remarquons que, à la surface de (A/) comme dans son in- 
térieur, V est constant ou égal au niveau potentiel V/, pour chacun 
des conducteurs V sortira de l'intégrale, et l'on voit que, en dési- 
gnant par M, la charge du conducteur ci-dessus, on aura 

. ', ) W= i (M,V, -4- MjVj -4- M, V3. . . ). 

Si (AJ est isolé et n'a pas reçu de charge initiale, le conducteur ne 
sera électrisé que par influence et renfermera, par suite, autant d'élec- 
tricité positive que d'électricité négative, et l'on aura M/ = o; si main- 
tenant (A/) est en communication avec la Terre, on a V^ = o. De sorte 
que, dans les deux cas, (A/) ne laissera aucune trace dans la for- 
mule (4). 

20. Décharge d'une bouteille de fjCryde. — Soient (A,) et (A^) l'ar- 
mature intérieure et l'armature extérieure, les deux seuls conducteurs 
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que nous avons à considérer; comme la seconde de ces armatures est 
censée mise en communication avec le sol, nous devrons supposer 
Va = o; les formules (4) et ( 2) nous donnent pour le travail effectué 
après la décharge 

(5) S==:_iM.V., . 

ou, en ayant égard à la formule (27) du n^ 11, 
(Oj e = __M;. 

Ce travail, qui, pour une même bouteille, est proportionnel au carré 
de la charge, est employé en partie à vaincre la résistance de Tair ou 
celle que présente un corps non conducteur traversé par Télertricité, 
ce qui donne lieu à l'étincelle; l'autre partie est transformée en cha- 
leur et correspond à la perte d'une demi-force vive, qui devra êlre 
d'autant plus grande que la vitesse du fluide sera elle-même plus 
grande ou que la section et la longueur du fil de communication 
seront plus faibles. 

On explique ainsi pourquoi, toutes choses égales d'ailleurs, lorsque 
le fil est gros et court, l'étincelle est énergique et réchauffement du 
conducteur très faible, tandis que l'inverse a lieu quand le fil est long 
et d'un petit diamètre. 

Si Ton augmente la résistance à vaincre en interposant entre les 
extrémités du fil une carte ou une feuille de mica, l'étincelle est plus 
forte et réchauffement plus faible, comme M. Riess l'a reconnu par 
l'expérience ( * ). 

21. Décharge d'une batterie. — Considérons une batterie composée 
de n bouteilles identiques; il est évident que le travail effectué pen- 
dant la décharge s'obtiendra en^midtipliant les équations (5) et (G: 
par /i, et nous aurons notamment 



(') Annales de Poggendorff, t. XLV. 
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Si M désigne la charge totale M,n. cette expression prend la forme ^ 
■.iii\aciti- 



(7) 



ir/- M» 



d'où cette loi, découverte expérimentalement par M. Riess{') : L'é- 
nergie totale {l'une flatterie est proportionnelle nu carre de la charge ] 
rt en ration inverse du nombre de bouteilles. 

ifîi. Décharges incomplètes. — Supposons qu'après avoir chargé la 
Imtterie ci-dessus de n houteilles identiques on réunisse les armai uresJ 
intérieures à celles d'une batterie à l'état neutre, composée de n' bou-' | 
teilles semblables aux précédentes. 

l,c travail accumulé c' dans la batterie de n -t- n' bouteilles s'ob-l 
tiendrii eu rempla<;ant n par n-\- n' dans la formule (7), puisque la J 
charge totale est restée la même. Nous avons donc 



G'- 



Mais le travail emmagasiné primitivement dans la batterie de n bou- J 
teilles est fourni par ia même formule (y). D'où il suit que le travail^ 
accompli dans la réunion des deux batteries a pour expression 






ou encore 



(8) 



relation à laquelle M. Riess est arrivé par l'expérience. 

U3. Batteries cfiargèes en cascades, — Soient (A,), (A,) (A„)' 

m batteries composées respectivement de n,, /i,, .. ., n,„ bouteilles 
identiques; Tarmature extérieure de la n""" batterie communique 

(') Plusieurs géomètres oni donné à l'expression de E le nom d'énergii 
leMlicflt: 
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avec le sol, tandis que l'armature intérieure de la première est en rela- 
tion avec une source dont le niveau potentiel est V|. L'armature inté- 
rieure de la première batterie reçoit une charge M, ; sur Tarmature 
extérieure il se développe une charge — Ma, tandis que la charge de 
l'armature intérieure de la seconde batterie est M2 , le niveau potentiel V2 
étant le même pour ces deux conducteurs, et ainsi de suite, en remar- 
quant toutefois que V„t= o. Le travail accumulé dans le système total 
est donc 

ç = - i(M, V, - M2V2 -4- M2V2 - M3 V3 -f- . . .) 
ou simplement 



comme on devait le prévoir d'après une remarque] faite à la fin du 
nM9. 

Si nous prenons X = -^) la formule (27) du n® 11 donne 

V2-V3 = -X^, 



y 



m — O = — A ) 

M 
en remarquant que la charge de chaque bouteille de (A/) est— '• 

fil 

On déduit de là 
et enfin 

Si les bouteilles sont parfaitement fermées, les charges des deux arma- 

27 
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tiires de chacune d'elles sont égales, ou 

M, = M2= M3=...; 
par suite, 

G = -M';(— -h — H — V 
Dans le cas de deux batteries seulement, on a 






résultat au(|.uel M. Riess est arrivé par rexpérience. 
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§ I. — Courants constants. 

1. Lorsque la fonction potentielle n'est pas constante dans Tinlé- 
rieur d'un conducteur, l'électricité entre en mouvement et il se pro- 
duit un courant électrique. Si cette fonction est indépendante du temps, 
ce mouvement devient permanent au bout d'un temps très court, à 
partir de l'instant initial, et le courant AeVu^ni constant. Dans ce cpii 
suit nous ne nous occuperons que des courants de cette nature. 

2. Loi de Ohm. — Soient 

A un point intérieur du conducteur ; 

V sa fonction potentielle; 

dfjij. un élément superficiel en ce point normal à une droite O^ par- 
tant d'une origine O déterminée ; 

q^. la quantité d'électricité, rapportée à l'unité de surface, qui tra- 
verse d(ùjc dans Tunité de temps, et qui ne dépend que de la position 
de A et de l'orientation de O^r; 

dx une longueur infiniment petite portée à partir de A sur la normale 

Ohm suppose que lejlux électrique q^^ est proportionnel à la compo- 
sante -j- de la force qui agit sur A, c^ est-à-dire à la cause de ce flux. 

28 



On a ainsi, 
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Il tlésigtiiint piir a une coiislante, 



q^^-a 



.ir 



;' que iclle d'iiu flux de dialrur j 
température eu A soit représeutie 



Cette expression n'est autre 
traversant d'a^, en ailniottanl q 
par V. 

Si donc O/, Os sont deux axes rectangulaires dont le plan est per- 
pendiculaire à Oj7, et X, y, z les coordonnées du point A. nous avons 
l'équation connue 



(a) 






./■y 






Mais on sait que, pour le point intérieur A, le second membre de | 
cette équation, au lieu d'être nul, devrait èjre égal à ^nap, en dési- 
gnanl par o la densité du fluide concentrée en ce point ; d'où il suit j 
que f) = n, et comme conséquence ; 

1° LeJIuiâe se trouve à l'étal neutre dans le conducteur ; 

■1" L'électricité qui donne lieu à la /onction potentielle, c'est-à-dire au l 
NivEAi) POTEHTiEL, doit sc irouver sur la sur/ace du conducteur ou à J 
l'extérieur de ce conducteur. 

Le flnx principal, ou la plus grande valeur q de q^ , correspond J 

au cas où Ox est parallèle à la normale en A à la surface de niveau| 
passant par ce point ; et, en continuant à désigner par dx un éié- 
nient infiniment petit de la partie extérieure de cette normale, nous 1 
aurons . 



(3) 



</v 



Nous rappellerons que qc n'est autre chose que la projection de ^ 
sur Ox. 

On est convenu de désigner sous le nom i\c force électromotrice en K 1 
la dérivée 



rfV 



3. Des conducteurs allongés dont la section est très petite. ~ Dun& J 
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ces conducteurs, qui sont ceux que l'on emploie le plus généralement, 
on peut considérer la section normale w en un point À de l'axe comme 
un élément de surface de niveau; et l'on a, pour la quantité de fluid<»' 
qui traverse, dans l'unité de temps, cette section, c'est-à-dire pour Vin- 
tensité du courant ^ 

Soient Vo» V, les valeurs de V qui se rapportent à deux points dé- 
terminés Aq, a, de l'axe du conducteur; / la longueur de l'arc AoA,. 

Nous aurons 
(5) \,^\ i f' SLL.. 

J^ a (ho 

On est convenu de donner à la valeur V, —Vo le nom àe force éleclro- 

dx 

motrice de la longueur AqA, du courant, et de représenter par — ■ la 

résistance à la conductibilité de r élément linéaire dx. Nous représen- 
terons par 

dx 



fG) R= f - 



(t) 



la résistance totale de la longueur l du courant. 
Nous avons ainsi 

(7) Ri = V.-Vo. 

Si la section du courant est constante, on a 






et 



(8) a = ^(V.-Yo). 

Cette formule a été vérifiée expérimentalement au moyen du rhéo- 
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mètre, lorsque, ne changeant rien à la pile, c'est-à-dire à (V, — V,,!, on 
fait varier la section et la longueur du circuit. 

4. Loi de Joule. — Considérons un conducteur de la même catégorie 
que les précédents. 

Soient [_fig. i) 

agh„, a, b, les sections normales à l'axe du circuit en Ao, A, ; 

Fis. .. 




a,,b\, a\b\ les sections que viennent occuper, au bout d'un temps i 
infiniment petit dt, les particules électriques qui se trouvaient pri-* 1 
niitivementdans nob„,a,b,. , 

I^e travail des forces électriques développé dans le transport de la 
masse a^b^a, b, en a\^b\^a\ b\ ne peut résulter que du transport fictif de | 
la masse Ou ioa'^6,, égale à idt en a,hfa\b\ {' ), puisque rien n'est changé i 
dans la partie commune a\,b'^a,b^. Le travail électrique effectué dans i 
le temps dt est donc {V, — Vo)c^( et, dans l'unité de temps. 

(9) E = .-(V,-V.), 
ou, en ayant égardà la relation (7), 

(10) G =i='R. 



(') On admet ainsi l'Iiypothèse <ies Iranches dans le niouvemenl pt 
fluides. 



f 
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Ce travail est équivalent à la demi-force vive de la masse électrique i, 
censée condensée en Aq, en |)assant de là en A,, augmentée d'un terme 
proportionnel à la quantité de chaleur dégagée par le circuit. Si l'on 
considère la première de ces quantités comme négligeable, s se trou- 
vera ainsi transformée en une quantité de chaleur sensible ^, et Ton 
aura, en désignant par A l'équivalent mécanique de la chaleur, sous 
toute réserve du choix des unités, 



(") 






Ainsi donc la quantité de chaleur développée dans le circuit est propor- 
tionnelle au carré de l'intensité du courant et à la résistance du conduc- 
teur. 

Cette loi, découverte expérimentalement par M. Joule, n'est qu'une 
conséquence de celle de Ohm et vice versa. Qu'il nous suffise de dire 
que nous avons déjà jusqu'ici une double justification des résultats de 
la théorie. 

§ II. — Courants thermo-électriques. 

• 

5. Considérons un circuit formé de /i -h i parties ou éléments ap- 
partenant respectivement à différents métaux, et soudées les unes à la 
suite des autres. 

Si les soudures successives Aq, A|, . . ., A;, [fig- 2) sont portées à di- 




k.9^\ 



verses températures, il se développera généralement un courant élec- 
trique d'intensité i. 

Supposons, pour fixer les idées, sous toutes réserves, que A©, A, , . . . , A^, 
indiquent le sens du courant. 
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Pour expliquer ie fait dont il s'agiL, on a été coniliiit, |iar des ronsi- 
dérations qui apparlieiinent au domaine de la pliilosopliie naUirelIc, 
et auxquelles nous ne croyons pas devoir nous arrêter, k admelire que 
le niveau potentiel change brusquement de valeur lorsque l'on traverse 
la soudure A^. Néanmoins, la formule (t)), d'après la manière dont elle 
a été établie, est encore applicable à deux sections infiniment voisines 
situées de part et d'autre de A,. 

Oela étant posé, soient 

V,. V^, les valeurs du niveau potentiel aux extrémités A,, A,^, de l'une 

des parties du circuit; 
li, la résistance :i la conductibilité rorrespondante. 

Nous avons 

Eu faisant la somme de toutes les expressions semblables et dési- 
gnant par * 

la résistance tolale du circuil, il \ienl 

ou encore, comme il est facile de le reconnaîlre, 

(12) .%i = l{Y, -Vv}. 

Il faut que le second membre de cette expression soit posilif pour 
que le coiu-ant ait lieu dans le sens supposé; s'il est négatif, le sens 
du courant sera changé; enfin, s'il est nul, il n'y aura pas de cuuranl. 

t>. Cas d'un courant bi/néCaUique. — C'est le seul cas qui ait été 
étudié par les physiciens et qtri oiiFre, par suite, del'iiitértt. Nous avons 
ici simplement 



(.3) 



y;- V„-(V,_v;) 
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. Comme l'intensité d'un courant thermo-électrique est toujours 
faible, on peut négliger la quantité de chaleur 

développée dans le courant, indépendante de celle qui se rapporte aux 
soudures Ao» A,. 
Soient 

/o» ti les températures de ces soudures; 

Qp=: ^ ^ — — la quantité de chaleur dégagée parla surface Ao dans 

l'unité de temps; 
Q, = ^ .. — - la quantité de chaleur absorbée par la source froide A , . 

Comme le fluide électrique qui sert de véhicule à la chaleur revient 

Vig, 3. 




au même élat quand il a parcouru le circuit, on peut appliquer ici le 
principe de Carnot et écrire 

Qo _ 14-g^o 

en se rappelant que a représente le coefficient de dilatation des gaz. 
On déduit de là 

v;~Vo Vi - y; 

• 1 -h OLCq l -h OLti 

KR 

Nous représenterons ce rapport par — > et nous supposerons que K 
ne dépend que de la nature et des dimensions du circuit, et est par 
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conséquent indépt*ndant des températures des soudures La formule ( 1 6) 
devient alors 

(i4) i' = R(/„-/,), 

et s'accorde avec les résultats des expériences de César Becquerel, lors- 
que l'excès de température [Iq — ^,) ne dépasse pas 5o'*. 

Au delà de cette limite, i croît moins rapidement que l'excès de tem- 
|)crature, et son accroissement devient sensiblement nul et même né- 
gatif quand /o — ti atteint et dépasse 3oo°. On attribue celte irrégula- 
rité à ce que deux métaux en contact, dont les températures sont très 
différentes, éprouvent des modifications dans leur constitution, et 
qu'ils se comportent vis-à-vis Tun de Tautre comme des* métaux d'une 
autre nature. 

* 

§ III. — Théorie de ta pile. 

7. De réleclrolyse. — On donne le nom A'élecUolyte à toute sub- 
stance qui est complètement décomposée dans ses éléments chimiques 
lorsqu'elle est traversée par un courant. Si la décomposition n'a lieu 
que partiellement, en d'autres termes, si au moins un des produits de 
celte décomposition est encore une combinaison chimique, la substance 
est une électrolycale. 

Les expressions éleclrolyse e\ électrolysation sont des dérivés de celle 
(le éleclrolyte. 

Une électrode est l'un ou l'autre des points de la substance par où 
arrive et d'où sort le courant. 

L'électrolyse est soumise aux lois suivantes : 

1** L'action décomposante d'un courant, ou sa puissance chimique^ est 
la même dans toutes ses parties, 

2" La quantité de substance décomposée est proportionnelle à la quan- 
tité d'électricité qui passe dans un temps donné, ou encore à l'intensité 
du courant. 

3" (Loi de Faraday). Quand un même courant traverse successivement 
plusieurs électrolytes, les poids des éléments st^parés sont entre eux comme 
leurs équivalents chimiques. 
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9. Supposons que l'on place dans le circuit un certain nombre 
d'électrolytes (E,), (Ej), ...; soient gy, Rv, q^ l'équivalent éleclro- 
chimique de (Ev), sa résistance et la quantité de chaleur nécessaire 
pour décomposer son unité de poids ; on reconnaît sans peine que 
Ton a 

d'où 

Pour que le courant se produise, il faut que knz'q'^ l^k^q„ ou 
que l'action chimique delà pile soit supérieure à la somme des actions^ 
chimiques des électrolytes. 



§ IV. — De l'inductio» électrique. 

10. Différentes Jormes sous lesquelles on peut mettre la formule 
d'Ampère ( * ) — Soient {fig. i) 

AB, A'B' deux courants électriques ; 




a 6 a; 6| 



A, A' deux points déterminés de ces courants, qui sont censés se pro- 
duire de A vers B et de A' vers B'; 
aj a' deux points quelconques de AB, A'B' ; 
5, 5' les longueurs d'arc Aa, A' a'; 



(*) Voir nos Recherches sur V Électrodynamique. 
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ab = ds, a^b'= ds' les deux éléments de courant correspondant à a 

et a' ; 
r la distance aa'; 

a, a' les angles formés par ab, ciV avec aa* et a'a\ 
6 Tangle compris sous les deux plans a'ab, aa!b'\ 
I, r les intensités des courants AB, A'B'; 
£ Tangle formé par ab avec db' , 

Nous pouvons considérer r, a, a', 5 et g comme étant des fonctions 
de 5 et /. 

Nous avons trouvé, pour l'expression de Faction mutuelle de deux 
courants, 

(i) ^^=iiidsds\ h sinasina cos5 j. 

Une parallèle en a à a'è', le prolongement de a! a et la direction 
de ab déterminent un angle trièdre qui conduit à la relation 

cos£= — cosacosa'-f- sinasina'cos ô, 

et Texpression (i) peut se mettre sous la forme 

(2) ^1^ = «ï'did!j'f -cosacosa'H- cose ). 

Nous avons vu que Ton avait aussi l'expression plus simple 

.cos'a 



,^v , iUds ds' r 

^ ' ^ 2 cosa ds' 

OU, en développant, 



, '»,dsds' / cosa dr cfcosaX 



mais on a 



dr 
ds 
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par suite, 

, , V , ii'ds ds' ( \ dr dr d} r 

(4) '^=—;T-[-::zr.7F7' -^ 



r* \2 ds ds' ds ds' 



Si Ton pose /•= s', -j- = a, on reconnaît facilement que le facteur 



ds 
en r de cette expression devient 



d^ 

\ z \ d \ dr 2 d^s/r 

'x ds! à/7 ^' Jr^^ J~r dsds' 



Nous avons donc enfin 



(•'') 4-= .z dsds- 



lii'dsds' d^sfr 

7r 



11 Formules de Weber. — Dès 1822, Ampère (*) avait émis Tidée 
que Ton pourrait se rendre compte de la loi relative à Taction mu- 
tuelle de deux éléments de courant, en supposant que deux particules 
électriques m, m' s'attirent ou se repoussent proportionnellement à 
leurs masses et en raison inverse du carré de leur distance, à la con- 
dition de faire intervenir un coefficient égal à Tunité augmentée d'un 
terme U qui ne dépend que du mouvement relatif de m et /n'; ce qui 
revient à représenter l'action mutuelle de m, m' par 



mm' 



^ = -^(< + u). 



en continuant à considérer une attraction comme positive 

Ampère est resté à cette conception philosophique sans la développer. 
Gauss l'a reprise plus tard et a admis que U est composé de deux 
termes, l'un proportionnel au carré de la vitesse relative de m et m\ 



(*) Mémoires de T Académie des Sciences, iSaS. 
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l'autre au carré de la composante -j- suivant mni de cette vitesse, les 

coefficients des deux termes pouvant d'ailleurs dépendre de r. L'hypo- 
thèse de Gauss doit être rejetée, parce qu'elle conduit à des résultats 
inadmissibles au point de vue de l'expérience. 

En considérant le cas de deux éléments de courant situés dans le 
prolongement l'un de l'autre, Weber a été conduit à admettre que U 
renferme un terme qui dépend de la vitesse relative estimée suivant r, 

dr^ 

et il a supposé que ce terme, à un coefficient près, est de la forme -^• 

Examinant ensuite le cas de deux éléments perpendiculaires à une 
droite, il est arrivé à conclure que U doit renfermer aussi un terme 

proportionnel à l'accélération relative ^-7? estimée suivant r. C'est 

ainsi qu'il a été amené à poser généralement 



/.. X mm' ( dr' r^d^r 



a et |3 désignant des fonctions de r qui doivent être déterminées de 
manière que les résultats auxquels conduit cette formule soient d'ac- 
cord avec la formule d'Ampère. 

Soient ^, / les vitesses de m, m' qui sont censées des fonctions des 
trois variables ^, s' ^ t\ ds^ds' les chemins parcourus par ces points dans 
l'élément de temps dt. Nous avons, en employant la caractéristique D, 
pour les dérivées partielles, à la place de celle d qui est réservée aux 
dérivées totales, 

ds . ds' 



(«) 





' dC ' dt' 


dr 
1 dt 


dr ds ^ dr ds' ^ dr ^^ dr ^ , dr ^ dr 
ds dt "^ ds' dt "^ dt ^ds '^^ ds' ~^ dt' 


d>r 
df 


2 (ï'r ,dr dr t^d'r dv dr dv' dr 
^ ds' ' ^^^ ds ds' ' ^ ds" ^ dt ds ^ dt ds' 




dv dr ^ ,,>àr' dr ^ d'r 
'^^ds ds'^^ ds' ds' "^ dt' 
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En substituant ces valeurs dans la formule (6), et posant 



(7) 



Jl, = I + (X 



dH 
W 






dt' 



aPo 



G = 



oc 



5^ 






dr dr 

2 ( a — — : 



iJb'=oc 



ds ds' 









(0 



1" 









P5757 



(D' 






|3 



rf< d? 



, _ o de' d«' 



on trouve 



mm 



(8) x = ^(-i, + ift)V'=+ e»v'+aiî>V'+ cBc + (j?V'+i- + i:'). 



(9) 



Supposons maintenant que les éléments de courant ds, ds soient 
formés chacun d'un couple de particules électriques, savoir m, m, 
pour le premier élément et m\ m\ pour le second. Soient t^,, {^\ les 
vitesses de m,, m\ qui peuvent être différentes de t^, {^'; (D,, Ct et CD',, c, 
les valeurs de ®, c et (©', c' quand on y remplace respectivement ^ par ç', 
et ^' par t^', . 

L'action mutuelle ^ de cfe et ds' s'obtiendra en ajoutant l'expres- 
sion (8) à celles qui en résultent quand on y remplace successivementm 
par m^^nt! par ni^ et enfin /w, w! par m, , m', . On trouve ainsi 



J^ = 






En comparant ce résultat à la formule (4), on voit que, à l'excep- 
tion du terme en G, tous les autres doivent disparaître, condition à 
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sitif, Tautre au fluide négatif, et qui ont chacun pour intensité la moitié 
de celle du courant complet. 

On s'assurera facilement que la force x dérive d'un potentiel et que 
ce potentiel a pour expression 



(i6) 



mm' I fdr^^ 



^ 



/• 



' 4«* V^^ 



12. Potentiel de l'action mutuelle de deux éléments de courant. — 
Vax se reportant à la troisième formule (a), on a 

Remplaçons dans celte expression m par m' puis m par m,, enfin 
/n, m' par /n,, m\. Faisons la somme des expressions ainsi obtenues, 
puis supposons dans cette somme m, = — m, m\ = — m'; on reconnaît 
facilement qu'elle se réduit à 

as os 

]a^ potentiel cherché $ ou la somme des expressions (i6) pour les 
cjuatre couples de molécules a ainsi pour expression 

- mm/vv' dr dr 

q) = — 2 » 

a} r ds ds' 

ou, en vertu des relations (i5), 

, I ii'ds ds' dr dr 

15. Potentiel total relatif à deux courants fermés d'intensités con- 
stantes agissant l'un sur l'autre, — Ce potentiel, que Ton appelle aussi 
V énergie potentielle des deux circuits, a pour expression 
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Mais on a, en intégrant par parties, 

De ce que le courant AB est fermé, le premier terme de cette ex- 
pression est nul ; on a donc simplement 

Soient {fig* i) «',, b\ les projections de a\ h' sur la direction de ah\ 
il vient, en conservant les notations du n** 1, 

/ 1, dr cos oL j , , ,, d/'cosût ,, 
aa^ = rcosa, ao^ =rcosa H -p — ai, a, 6^ = —^-7 — as\ 



d'où 



a\ b\ = ds' cosèf cosa = — ^; 



drcosa 



i^%) 



et enfin 

(.9) e=.'{fp-^dsds', 

formule qui est due à F.-E. Neumann. 

14. Force électromotrice d'un courant induit produit dam un i 
par un courant extérieur. — Soient A'B' le courant et AB le circuil 
lequel se développe le courant induit. 

L'accélération tangentielle, ou suivant ab^ de la particule m prodi 
par les actions de m, m\ s'obtiendra en faisant dans la formule (ç 

m = I , m\ = — m\ s^\ = — ç;' et multipliant le résultat par cosa == — -j 

I c 

ce qui donne 

r^ ds 

3o • 



$|[2Ci^'+((D'-t-(D;)»/-Hi,'-<]. 
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L'accélération semblable de m, se déduira de cette expression en y 
remplaçant 9 par ç^, = — (^, et, comme elle est de sens contraire à la pré- 
cédente, elle devra lui être ajoutée pour avoir l'accélération relative- v; 
de m par rapport à m" ; on trouve ainsi 

Mais, en se reportant aux formules (7) et remarquant que v\=^ — v\ 



on a 



d'où 

4 m' dr dr f ,dr oàv'\ 

et, en remplaçant a, |5, mV parleurs valeurs déduites des équations 

(12) et (i5), 

i' 
__ ^àr dr^ J_ / _ 'î?!! 1. LAL\^ ,__ ^ dr^ âr ^r , , 
^— a ds ds' rA ' 57 "^ "dF ' V 57 â? It^^ ' 

Nous avons donc, pour la force électromotrice totale développée 
dans le courant AB, en remarquant que 1' seul est fonction du temps, 

^=/»*= W'i ë ^'"* = ^ rjf-r le**. 

ou, d'après le numéro précédent, 

« 

Tel est le résultat cherché. 



i 



• 
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§ I. — Préliminaires.- 

I . Pour expliquer les propriétés magnétiques de certains corps ( * ), 
Coulomb considère les éléments matériels du corps comme renfermant 
(Ml quantités égales et indéfinies deux fluides, l'un dit boréal ou positif, 
l'autre austral ou négatif. 

En admettant que le corps soit soustrait à toute action capable de 
développer ses propriétés magnétiques, ces deux fluides se trouvent à 
Tétat de combinaison ou se neutralisent dans la molécule matérielle 
correspondante. Mais, dés que le corps devient un aimant, les deux 
fluides se trouvent séparés, en quantités égales, et restent isolés pendant 
t(mte la durée (|e l'aimantation. 

Par une extension donnée aux lois déduites de lexpérier 
Coulomb, on est conduit à admettre que deux particules ma{ 
se repoussent ou s'attirent proportionnellement à leurs massif. 
(ju'elles sont ou non de même nature, et que leur action mutuelle. 
en raison inverse du carré de leur distance. 

Nous conviendrons de considérer une répulsion comme une fi 



(•) Les oxydes de fer et principalement Toxydnle, le fer, le nickel à la te 
rature de .io". - 
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positive et. par suilc, d'attribiitT mie valeur négative à la niasse (l'une 1 
particule du ntiide austral. 

Un barreau d'aLÎerti'i'mpé,toiiveiial)lenienU»rienlé, devient au bout 
d'un certain temps, sons l'influence de la Terre, un ainiantperinanenl. 
ce qui revient â dire que, lorsqu'il est soustrait à l'aclion magnétique, 
les deux fluides n'arrivent à se neulralîserque partiellement. Ouulondi 
attribue celte opposition à la reconstitution du fluide neutre à une 
résistance passive à laquelle il a donné le nom iU\force coercilive, force 
sur la nature de laquelle on ne jieut faire que des coiijechires. I,e 
baireau, dans cerraines (oiidltions, peut devenir unaimaut permanent 
sous l'action d'un aimant permanent. 

r.'oxydulude fer est doué de la Ibrce cocioitive el l'on attribue ses 
propriétés magnétiques à ce qiu^ les iilons qui le renferment sont 
compi'is sensiblement dans les plans qui passent [>ar les pôles magtié- 
liques delà Terre. 

Le fei' doux et l'acier non tiempc ne po.ssèdent pas la ])ropi'i té due 
à la force coercitive; l'aimantation cesse en même temps que l'influence 
de l'aimant qui l'a produite. On considère un aimant comme étant 
formé de petites parties matérielles qui ont reeu le norn A'élémenls 
magnétiques et dans lesquelles la séparation des fluidess'est opérée. En 
faisant le même raisonnement que |iour l'électrieilé statique, on arrive 
A conclure que l'action magnétique sur un point intérieur dé l'élé- 
ment est nulle, et que, par suite, les deux fluides séparés se sont portes 
sur sa surface I^i forme des éléments magnétiques peut d'ailletu-s 
dépendre de la manière dont l'aimantation a étépi'oduile. 

Coulomb admet que les deux fluides, après leur séparatiim. se sont 
respectivement concentrés en deiix points ou/^d/esde la siuface de l'é-i 
lément. L'hypotlièse d'Ampère, dans laquelle les éléments magnétiques 
sont remplacés par des soléuoïdes infinitésimaux, revient, an point de 
vue de la mise en équation, à celle de Coulomb. 

Poisson \') n'a recours i) aucune supposition sur le mode de répar- 
tition des deux fluides sur la surface de l'élément. Nous reconmittrons 
plus loin que, en se plaçant respectivement aux pointsde vue de Coulomb 



;qiii 



concerne 



l'actioi 
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et de Poisson, on arrive aux mêmes résultats en < 
exerci'e par un aimant sur un point extérieur. 

Dans son Essai sur l' application det AnMyse mathétnaiiqite aux théo- 
ries de l'électricité et du magnétisme ('), G. Green ne menlionne pas les 
recberdies de Poisson sur le magnétisme. Qu'il les ait ou non ignorées, 
il est arrivé à la même équation que Poisson relativement à l'équilibre 
magnétique intérieur d'un aiuiant. l/analyscdeOreen est assez obsciuv 
et paraît avoir pour objet plutôt de déguiser que de faire ilisparaitre 
une ditliculté éludée par Poisson, à l'aide de considérations particu- 
lières qui ne sont pas des plus satisfaisantes. 

L'exposition de la tbéonc du magnclisme de M. W. Tliomson se 
trouvant implicitement romprise dans le premier Mémoire de Poisson, 
lions n'avons pas à nous v arrêter. 

Nous ne nousoccuperons pas d'ailleurs de l'élude des feuillets magné- 
tiques, qui n'offre aucun intérêt au point de vue des pliénoniénes pbv- 
siques; nous ne considérerons que des aimants doués do force coerci- 
rive(^). 



§11- 



Équations r.KNiiiiAi.ns. 



2. fie l'action exercée par un aimant sur un point qui n'est pas com- 
pris dans la masse. — .Soient Oa\ Oy, Oz trois axes rectangulaires; 
.r, y, z les coordonnées de la particule niagnéliquelM sur liiqucllerai- 



maiit exerce son action. 



e\|)liqiii-r les edela île 
■ lrfmp(', étudié etpéri- 



iLle<rii 



(') Nottingliani,i8i8. 

(-) Green paraît éti'e le seul géomëU'c qui ait citerclié 
la force coeiritive eu se planant dans le cas d'un fil d'aei 
niciitalemenl par Coulomb. 

Il est arrivé à une formule qui i;silre, presque aussi bieu que 
polatiun de Hiol, avec les résullaLs (tes observations de noiiliimli. 

Si nous ne reproduisons pasln tliéoriedeGreen, c'est par la raison qu'elle pèclip 
[lar plusieurs points que nous allons faire ressortir. Il suppose que la force coerci- 
tive est constante et qu'elle se développe parallètement h l'aiguille evtindriquc 
dans un sens déterminé, ce qui nous paraît inadmissible; car celle force, devant 
changer de signe eu passant d'uue moitié à l'autre de raignille, doit l'être nulle nu 
milieu. 

Par un artifice de calcul, justifié ultérieurement par une application ingénieuse 
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four simplifier, nous supposerons que la masse de cette particule est 
égaler l'unilé, sauf ;ï multiplier ultérieurement, s'il y a lieu, les résul- 
tats auxquels nous parvienilrous par la valeur positive ou négative de 
la masse M. D'après cette convention, une particule magnétique mscra 
censée exercer sur M une répulsion ou une atlraclion, selon qu'élit- 
" appartiendra au fluide boréal ou au fluide austral. 

Nous allons maintenant chercher à déduire successivement des con- 
séquences des hypothèses de Coulomb et de Poisson sur la constitution 
d'un aimant. 

[a) D'après les idées de Coulomb. — Soient [fig. 1 1 
Fis. ■■ 




/ 



a.b\es pôles austral et boréal d'un élément magnétique de l'aimant 
ds sa longueur; 



indres carrés, il fait sortir d'une intégrale (téfmie, fort eni- 
inconnu qiii se rapporte à l'action exercée sur un point tiè- 



de lu méthode deii nie 
barrassante, le facteui 
lerniiné de l'aimant. 

l'ar un raisonnement insaisissable, il supprime deux termes importants de son 
ér|UBLion fondamenLale eL s'impose deux conditions relatives aux extrémités de 
l'aiguille, (jui consistent chacune en une équation dont le premier membre est lu 
somme de deux fonctions liomogènes qui ne sont pas du même degré, ce qui n'est 
pas non plus admissible. 

Il paraîtrait assez naturel de supposer que la force coercitive en un point est 
proportionnelle à l'intensité magnétique en ce point; et alors l'équation de Green. 
débarrassée des deux termes dont on vient de parler et sans avoir égard aux con- 
ditions aux extrémités qu'il s'est imposées, conduit à la formiitede Hîol. 
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V la valeur absolue de chacune des masses magnétiques condensées en 

aetb; 
x\ y ^ z' les coordonnées du point a\ 

u = >J[x' — xf 4- (y — yY + [z — z Y la distance Ma ; 

u' -h -3- ds la distance Mb . 
as 

Les fonctions potentielles de M dues à a et 6 étant respectivement 

celle à laquelle donne lieu l'élément a pour valeur 

(a) -"-i^*- 

On donne le nom d'intensité magnétique linéaire de rélément à 
l'expression 

dans laquelle dv' représente le volume de l'élément. 

Cette intensité pouvant être considérée comme une force dirigée du 
pôle austral a vers le pôle boréal 6, nous désignerons par a', /3', y' ses 
composantes parallèles à Oo?, Oj, Oz. 

I/expression (a) prend la forme (*) 

et nous avons», pour la fonction potentielle de M due à l'action totale 

(*) En prenant la dérivée par rapport àx, on trouve pour la composante, parai- 



:ti8 

<Je(A). 
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rfA 



q = -frd.'-£^ = -fiw 



"^ II' dx' 



^ «' df 



^ u' dz' 



dx' ds dy ds dz' ds 



lôle à Oxy de raction exercée par ab sur M, 



X 



r^^/4^^'~"*'' 



(>) 



ds 



u 



a 



'=-4;[ 



(x' — x) du' dx' 



W 



ds ds 



] 



dv' 
=z V -^^ [3cos(i/', ds)cos{u'jX):— cos{dSf x)]. 



u 



On a des expressions semblables pour les composantes tj, Ç, suivant Oj', O^, 
et l'on trouve facilement pour la résultante 

l'S[3cos'(M',di)-Hi]. 

ce 

« 

Pour se rendre compte du pouvoir magnétique de la Terre, Biot suppose 
qu'elle possède deux pôles magnétiques situés sur un même diamètre, à égale 
distance du centre, possédant les mêmes pouvoirs attractifs et répulsifs et dont la 
distance est très petite par rapport au rayon terrestre. 

Supposons que a, b {fig^ 2) soient les pôles magnétiques austral et boréal de 

Fig. 2. 




la Terre dont G est le centre, et que M soit Tun des pôles d'une aiguille aimantée 
placée à la surface du globe. 

Prenons pour plan de la figure le méridien magnétique de M, c'esl-à-dire le 



f 
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^'9 






expression dans laquelle nous pouvons considérer maintenant jt', v', =' 
comme étant les coordonnées du milieu C de ab. 

Concevons autour de ce point un volume dw extrêmement petit par 
rapport au volume de (A), mais cependant assez étendu pour conle- 
iiir un grand nombre d'éléments magnétiques, et désignons par k' le 
rapport de la somme des volumes de ces éléments à rfw. Ce rapport, 
qui atteindra au plus l'unité, sera spéciBque pour un corps aimante 

filai) délcrminé par ce point el ab; pour partie positive de l'axe îles _r, le prolon- 
gemenl île CM, el pour a\e des x la portion de la méridienne de M dirigée vers 
i eqiialeiir. Soit X la latitude magnétique de M ou le rompléoienl de l'angle formé 
par CM avec ab. 
.Nous avons, en considérant «' comme se rapportant ou point C, 

;^:(i. cos{M',rf*) = sin)., cos(«',j^) ^o, CQs{cls,x)-=~-cos'i., 
cos(h',j)=i, cos(rf*,v)=sin).. 



L'équation (a) et celle qui en dérive pour l'axe des^ doniiciiL. en ayant éjjarii 
à la formule (6), pour les composantes de l'action esercée pjir la Terre sur M 
suivant M.r, M v. 



- ;^ a tan^^. 

Pour le second pùle de l'aiguille, r, et x seront changés de si};nc. 1/aij 
étant censée en équilibre, la ligne des pôles sera dirigée iiii 
de T, el -/ ; si donc i désigne l'inclinaison magnétique au lie 
aurons 

langi =^ atang).. 
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porté à une tem|)ér«itiirc uniforme déterminée, mais variera d'un point 
à un autre de ce corps si la température est elle-même variable, 
comme nous le supposerons pour plus de généralité, k devenant ainsi 
une fonction donnée de x\ y\ z , Quoique le volume dsv soit censé 
extrêmement petit, les quantités x', ^j\ y', k n'auront pas les mêmes 
valeurs dans toute son étendue, si les éléments magnétiques qu'il ren- 
ferme n'ont pas tous la même forme, ou si, quoique identiques, ils ne 
Sont pas régulièrement disposés. Nous les supposerons néanmoins 
constantes dans le volume considéré en leur attribuant des valeurs 
moyennes qui seront censées soumises à la loi de continuité et par suite 
exprimables en fonction de a?', y', z\ 

Nous pouvons dès lors supposer que, dans la formule (c), dv' repré- 
sente la somme des volumes des éléments magnétiques contenus dans 
d\\\ et alors nous obtenons 



et, comme l'intégrale doit être étendue au volume de (A), on est ramené 
à poser 

(6). D'après Poisson. — Soient (y?g^. 3) 

x\ y\ 3' les coordonnées d'un point C situé dans l'intérieur d'un élément 

magnétique de ( A ) ; 
c le coté du cube équivalent au volume de cet élément; 
•^'' -I- <^X» y -J- ^'J» s' -\- c'^ les coordonnées d'un point m de la surface 

du même élément; 
e, p l'épaisseur normale et la densité relative correspondante du fluide 

magnétique ; 
c^^s un élément superficiel en m; 

u = V (x' - x)^ H- (y - j)' -4- (3' - :;)' la distance MC. 
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Comme l'action de m sur M est une*répulsion ou une attraction selon 

Fig.3. 




/o 



X 




que p est positif ou négatif, la fonction potentielle de M due à l'élément 
magnétique a pour expression 



[à] 



./ ^ Mm 



l'intégrale s'étendant à la surface entière de l'élémenL 

Avant d'aller plus loin, nous ferons remarquer que, comme il y a 
autant de fluide positif que de fluide négatif sur l'élément, on a 



(2) 



ffieds = o. 



En admettant que M soit suffisamment éloigné de C pour que l'on 

puisse négliger les puissances de — > — > — d'un ordre supérieur au 
premier, nous avons 



U II u 



I I 

= == "7 -^ ^' \ ^ / 



d— d—f d—i 

u' u u 



x + -^^-^ 



dz 



^' 9 



Si nous posons. 



(3) 



oc'=:J)(^epds\ fi' =j riepds, y^JÇe/îrfs, 



et si nous avons égard à la relation (2), l'expression [d] devient 



{e) 



- c'\ a' 



U 



W 






d^ 

U 

1Û 
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Les valeurs (3) sont indépendantes de la position du point C dans 
l'intérieur de l'élément considéré ; car, en passant d'une position à une 
autre, les coordonnées relatives ;f, yj, Ç ne varient que de quantités 
constantes qui, d'après la formule (2), donnent des résultats nuls. 

Si nous représentons par d^^' le volume c^ de l'élément magnétique, 
on voit que la formule (c) nous conduira identiquement à l'expression 
[e) de la fonction potentielle de M due à (A) et enfin, à la suite d'un 
raisonnement qu'il est inutile de reproduire, à l'équation (i). 

En considérant les quantités u\ |3', y' comme définies par les formules 
(3) et se reportant à l'article précédent, on voit qu'un élément 
magnétique de (A) agira siu* M de la même maniéré qu'une aiguille 
infinitésimale qu'on lui substituerait et qui ferait avec Ox^ Oj, Oz des 
angles dont les cosinus seraient 

t' ?' y' 

• > 



D'après ce qui précède, il n'y a plus aucun motif pour préférer la 
manière de voir de Coulomb à celle de Poisson, qui sera seule en 
question dans ce qui suit, tout en conservant à la résultante de a', /S', 
y' le nom d^' intensité magnétique linéaire. 

Les composantes parallèles à Ox, Oy, Oz de l'action exercée par 
(A) sur M ont pour expressions, comme on le sait, 

X=^, Y=^, Z=^. 

^ ^ cijc dy dz 

3. Autre forme sous laquelle on peut mettre la fonction Q. — - En 
intégrant par parties, l'équation (1) donne 

II' u' II' Xdx'dv'dz' 




dx' dy' dz' / u 



dWk' d^k' \ j , j j j , 

ou, en vertu d'un throrème connu, 

( Q=- l^{a.' cos/'4- fi' cosm'+ y' cosn')k' ^ 
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eu désignant par d(ù' un élément de Ja surface de (A) au point M' dont 
les coordonnées sont x\y ^ z' et par /', m\ n' les angles formés par la 
normale extérieure à cet clément avec Oo?, Oj, Os. 

On remarquera que le facteur de k —j- dans la première intégrale 

n'est autre chose que la composante I^, suivant la normale en M' de 
rintensité magnétique en ce point (n° 2). 
De la formule précédente et de l'identité 



d^ 



u 



dœ^- 



on déduit Téquation connue 



(<3) 



I 



dy 



I 



^ -, d' ^ 

U u 

2 -+- -:71F = û, 



dz' 



d^Q d^Q d'Q __ 
dx^ "^ dy^ "^ dz^ "" ^* 



A l'inspection de l'équation (5), on reconnaît que l'aimant (A) agit sur 
M comme si la surface était recouverte d'un fluide dont la densité 
superficielle serait \'nk\ et que les molécules renfermeraient un autre 
fluide dont la densité de masse aurait pour valeur ^ 



di' k' d^' k' 
dx' "^ dy 



djk ' 
dz' 



4. Action d'un corps aimanté sur un point intérieur de l'un de ses 
éléments magnétiques. — Concevons une sphère (B) ayant son centre en 
M, dont le rayon est extrêmement petit par rapport aux dimensions de 
l'aimant, mais qui est censée assez étendue cependant pour renfermer 
un grand nombre d'éléments magnétiques. 

Les composantes de l'action exercée sur M par la portion de (A) 
extérieure à (-B) pourront se déterminer au moyen des formules (i) et 
(4), parce que le développement sur lequel elles reposent est ici 
parfaitement admissible. Mais il n'en est pas de même pour celles de 
(B) qui exigent un calcul spécial, puisque a' est de Tordre de rfs, c/, 

Occupons-nous d'abord de l'action exercée sur M par la portion 
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de (A) extérieure à (B); on peut supposer que Q s'étende au volume 
entier en ■ retranchant ensuite ''^ ;/:' ^' -yr '^^s composantes X', 
Y', Z' dues à (B). estimées au moyen des formules (i) et (4)- 
ISous avons 

"■=-./ ./y('''sS+p'i.^+7s^)*'''-'<'/''='- 

En raison des dimensions extrêmement petites du volume (It), ou 
peut considérer a', (5', /. k' comme ayant les mêmes valeurs dans toute 
l'étendue de ce volume. Si donc nous désignons par «, J3, y, k celles 
de ces valeurs qui correjjpondenl au point M, c'est-à-dire aux coor- 
données x,r. s. nous aurons 

ou, en effectuant les différontiations par rapport à œ, 
\' = -«.lc I I I j^, dx' df di' 

-P*/ ./ j -^''■^'■'/•'■-l^l J J ''-^darclyd=. 

En étendant à la surface de (11) les notations admises pour celle de 
(A), cette expression peut se mettre sous la forme suivante : 

\: = -a:k r^j^ cos/'rfw' 

— ^k /" *-*''"-''' cosm' rfu' -- fk r~^,''^ cosn- a 
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et comme 

^' — a: = II! cos/', y' — y = w' cosm', z' — z^=^u' cos/i', 

il vient 

\' = - ak Ç ^""' ~^^' dts^' 

Concevons, momentanément, que les axes coordonnés soient trans- 
portés parallèlement à eux-mêmes au point M pris pour origine; 
soient S et ij; les angles formés par xi avec M 2 et sa projection sur le 
plan xMy avec Mo?.; nous avons 

x' — X =^u! sinô cosi|^, y — y =. ï/'sinS sinvj^, z' — z^= w'cosS, 

rfw' = u'^ sin ô dô d^ 
et 

X' = -^otk f Csin^'ôcos^^dOd^ — ^k f fsin'ô sim^cos^dô d^ 
— yk I I sin^ôcosQ cos^dôd^^ 

les intégrales étant prises entre les limites ô = o, \J; = o et 5 = tt, 
^1^ = 2 71. On tire de là 



X' = — ^n<x.k, 



et Ton trouverait de même 



Nous avons donc, pour les composantes de Faction sur M par la 
portion de l'aimant extérieur à (B), 

(7) {Y^ = '^^ln^k, 



326 JIUGNKTISME STATIQl'E. 

Il nous resie inaiutenant à déterminer les composâmes de l'Hctioii 
exercée par la spliiire (B) sur le point M. 

Concevons un cûue ayant son sommet en ce point, d'une ouverture 
sphérîque infiniment petite du et terminé à la surface de (B). Une 
masse fluide élémentaire pi'dvdr, comprise dans ce cône et située à la 
distance \ du sommet, donnera lieu à l'action pdodx. ci l'on aura 
da f pdt pour l'action du cône entier. L'action produite par le coiie 
opposé sera de sens contraire à cette dernière et ces deux actions se 
déiruiront au moins en piirtie. Comme les deux cônes ont la même 
longueur, ils traverseront à peu près le même nombre d'éléments 
magnétiques extérieurs à celui auquel M appartient, et la surface de 
chacun de ces éléments sera traversée deux fois. Quoique ces éléments 
ne soient pas nécessairement identiques, comme leur nombre est Iri's 
grand et pour ainsi dire infini, il n'y a pas de raison de supposer 
qu'il V a plus de fluide libre d'un côté que de l'autre. Alors il ne 
i-estera de l'action des cônes que celle qui est due aux portions qu'ils 
déterminent dans la couche fluide de l'élément dans l'intérieur duquel 
M est situé. It suit de ce raisonnement que, si ce point était extérieur 
ii tout élément magnétique, il ne serait soumis A aucune action magné- 
tique de la part de (B), c'est-à-dire qu'une particule magnétique 
de l'un ou l'autre fluide que l'on placerait au même point v resterait 
en équilibre si elle n'était influencée que par (B). 

Supposons, pour un instunt, que l'on ait transporté les axes0.r, Ov. 
()z parallèlement à eux-mêmes an point M. 

Soient 5 et il» les angles formés par x avec M s et sa projection sur le 
plan ,iM K avec M.r; £ l'épaisseur de la couche magnétique déterminée 
[lar la direction de i ; on peut prendre c/t = sinS d$ rfi|i et l'on recoimalt 
facilement que les composantes de liiction due à (B), parallèles à O.r, 
Ov, O:, ont pour expressions 

I a,=— I / otsin'S cusif' (^5 (/tj/, 

(8) ' /3, =— f I pEsm'5sin'^d6di\f. 

\ 7, = - / /|5£sinôcos9rf(^. 
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les intégrales étant prises entre les limites 6 = Oj^ = oetô = 7:, ^ = 27:. 
Nous rappellerons que nous avons désigné par a, /3, 7 les valeurs de 
a', /3', Y qui se rapportent aux point M. 

En remontant au n*^ 2, nous remarquerons que 

ec^ds = zv^sinÔ dd d^j 
c'/ = ï sinScosij;, CYi = t sinôsini[», c^ = ïcos5; 

d'où Ton déduit 

a = — / I pexr^sin^Scos^dÔ d^j 

(9) • j ^ = ^,ffpîx'sin''6s\ni\,d6d^, 

y = -^ I I p£t'sin5cosôrfvj^. 

V 

Poisson a supposé que a, |3, y sont des fonctions linéaires de a,, |3|, 
y, dont les coefficients ne- dépendent que de la forme de Télément 
magnétique et de sa position par rapport aux trois plans coordonnés. 
Par des transformations de coordonnées et en exprimant que a, |3, y 
ne changent pas de valeur, si l'aimant ( A ), étant une sphère homogène, 
tourne sur lui-même, il arrive à conclure que six des coefficients de 
«o ^M 7i sont nuls, que les trois autres sont égaux et que Ton peut 
ainsi poser 

/tétant une fonction inconnue; il cherche à déterminer cette fonction 
par une savante analyse où il fait intervenir les fonctions sphériques; 
il arrive à un résultat approximatif tel, qu'il a dû supposer en chemin 
que l'élément magnétique était sensiblement sphérique. En effet, en 
substituant à cet élément une sphère moyenne de rayon t, , ayant le même 
volume, nous aurons 

et, en faisant t = t, dans les formules (9) et en ayant égard aux va- 
leurs (8), on voit sans peine que Ton a 

(10) a,=— 37ra., ^, =— ^tt/S, 7, =— ^7:7. 

33 
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Telles sont les relations auxquelles Poisson est arrivé, quoique les 
raisonnements qui Vy ont conduit ne soient pas de la dernière 
rigueur (* ). 

Il résulte de ce qui précède que les composantes de l'action totale 
exercée par Taimant (A) sur un point intérieur de Tun de ses éléments 
magnétique sont pour expressions 

5. Équations d'équilibre des deux Jluides contenus dans un corps 
aimanté, — Supposons que les particules magnétiques de (A) soient 
soumises non seulement à leurs actions mutuelles, mais encore à celles 
d'aimants extérieurs. Désignons par V la fonction potentielle de M due 
à l'action de ces aimants. 

Il faut que les forces magnétiques qui sollicitent le point M se fassent 
équilibre, car autrement il y aurait, en ce point, décomposition du 
fluide neutre, et l'équilibre magnétique dans (A) n'existerait pas, 
comme on l'a supposé; c'est pourquoi d'ailleurs on a admis, comme pour 
les fluides électriques, que le fluide magnétique était répandu sur la 
surface de chaque élément d'aimant. 

On doit donc avoir, pour tous les points de l'intérieur de (A) ou 
quels que soient a;, j, z, 

X-f--T-=o, \H--y-=o, Zh--7-=o, 
dx dv dz 



(*) Il le reconnaît lui-même dans son Mémoirede 1828 intitulé: Sur la théorie 
du magnétisme en mouvement {Mémoires de l'Institut, p. 4«'^4)> Mémoire que 
nous n'analyserions qu'en sortant du cadre que nous nous sommes tracé. 11 nous 
paraît cependant que Ton pourrait éluder les difficultés en multipliant les ex- 
pressions (10) par un coefficient, probablement peu différent de Tunité, mais qui 
ne pourrait être qu'une donnée expérimentale. 
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d'où, pour les équations cherchées, 

On sait que, par sa nature, la fonction V satisfait à l'équation 

, ^, d^S d'\ d}y 

on a de plus 

tP-, d^^ rf»-, 

lorsque les différences x' — x, y"— y, z' ^ z ne sont pas infiniment 
petites, et dans le cas contraire 

d^^, d^^, d^± 

Si Ion forme au moyen de l'équation (5) du n" 3 l'expression 

rf'Q d^q d'Q 

dœ^ dy^ dz^ 

la somme des trois intégrales qui se rapportent à la surface de (A) est 
nulle; la somme des trois autres se réduit à celle qui est relative à une 
sphère d'un rayon infiniment petit enveloppant le point M et dans 
laquelle on peut supposer 

d^'k' _ doik d^'k' __ d^k djk' _ d^k^ 
dx' dx dy dy dx' dx ' 

on obtient ainsi, eu égard à la relation {/), 

d'Q d'Q ^___/ /^ ^ ^Ji 
TùF^ "^ dy "^ dz^ "" ^^\ dx "^ dy "^ Tiz 
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Si donc on ajoute eiitreellesles équations (12), après les avoir diffé- 
rentîées respectivement par rapport à x, y, z, on trouve 

(i4) 



[dj; ^ dy -^ d= ) 



d.c ^ dy dz ~ 



6. Cas où la lempéralure de l'aimant est uni/orme. — Nous ne con-l 
sidérerons dorénavant que le cas dans lequel k est une constante! 

(■■•S)- 

L'équation précédente se réduit alors à la sui\antc : 



(.5) 



. ^ _^^- 



A l'inspection des équations {12), on recoiuiait que a, [3, y sont lesdéri-^ 
vées partielles, par rapport à x, y, z, d'une même fonction que nous! 
désignerons pary! Nous aurons ainsi 



(,G) 



et, au lieu de l'équation (it), 
(■7) 



d,c' dy' (/;* 



Les équations (12) se réduisent alors à la suivante : 



{,«) 



V + Q-f(i-*)/=o (■), 



d'où on les déduira par la différentiation relative aux trois coordon-1 
nées. 

En vertu de l'équation (i5) et en supposant k' ou & constant, Ift-I 
seconde intégrale de l'expression (5), (n" 3) est nulle et l'on a sim-l 



(') Celle équation n'esl autre chose que celle qui a élé reproduite pBr Green 1 
et à laquelle nous avons fait allusîoD au n° 1, 
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pleinent 

en ctésignant pary* ce que devient y quand on y remplace x, y, z par 
x',y',z'. La couche fictive superficielle dont nous avons parlé à la fin 
du n" 5 est donc tout ce qu'il reste de l'action exercée par (A) sur M. 
Portons sur la normale extérieure au point M' de la surface de (A) 
unelongueur infiniment petite M'M', = dw', et soient a;'+ dx',y -^dy' , 
z'-\- dz' les coordonnées de M',; comme on a 

„ dx' , eiy' , dz' 

cosl'— -j—,) cosm = -f-.y cosn — -y—, 
dtv dtv dtv 

l'expression (19) se met alors sous la forme simple 

/ n /-v 7 r^/' d'à' 

('9) ^^'^J-£-l^' 

Comme les équations d'après lesquelles Q s'est réduit à l'expression 
(19) n'ont pas lieu pour les éléments magnétiques situés sur la surface 

de (A), ou qui en sont à une distance insensible, les valeurs de -^, 
-r^> -j^ ne comprendront pas l'action de ces éléments; mais on peut, 
sans erreur appréciable, né-gliger celte action ou la regarder comme 
insensible par rapport à celle de tous les éléments dont (A) esl com- 
posé. 

7. Le volume renferme un vide à l'intérieur. — On calculera d'abord 
Q comme si le volume était plein, et de l'expression obtenue on retran- 
chera celle qui est relative au volume du vide intérieur con&tdéM 
comme plein. 

Supposons que les éléments qui entrent dans les fomitti 
(19') se rapportent à la surface extérieure; angaientona d'o 
les éléments correspondants qui sont relatifs a tin point M' 4 
face intérieure. Nous aurons 

, , r^ L Cdf di^' f Car r/,«" 
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b f>reiiiiere de ces intégrales s^étendant à la surface extérieure et la 
secondes la surface intérieure. 

Supposons que la fonction V se rapporte aux aimants extérieurs à 

A, et que L soit son équivalent pour les aimants qui pourrai^it se 

trou%'er dans le vide; à I équation (i8 ) on devra substituer la suivante : 

dans laquelle Q sera remplacé par sa valeur (20). 

Plaçons l'origine O des coordonnées dans l'intérieur du vide, et soient 

r, le rayon vecteur OM; Tangle MO s; if l'angle formé a%'ec Ox par 
la projection de rsur le plan j'Oo?; affectons d'un accent et de deux 
accents les quantités analogues qui se rapportent aux points M' et M" 
de la surface, extérieure et de la surface intérieure. Soient, de plus 
^', 73" des angles qui forment avec r', r les normales en M', M"; E', E* 
les épaisseurs suivant les directions de r', r"des couches fluides fictives 
répandues sur les surfaces extérieure et intérieure. Nous avons 

/ ^2= r^— 2 rr' [cosô cos 6' -+- sin5sinô'cos(vj/ — •];')] h- r*, 

^^'^ \ w'=»r=r=^2r/^'[cos5cos$"-hsinôsinô"cos('}-f' )]-hr"^ 

I rfw'cosBT'=^'^sinô'rf5'rff, 

^ '' ( Jw'coscr"=r"'sin6VÔ"rff', 

k —-, = E'cosw', 
I k 2^ -- F/coso". 

\a>m roniiiilt^H ( 20) (M (21) deviennent alors 

(./,^ iy l'l'i;K'r'HmO'dO'd>^'-ff^„E"r"Hia6"drd-^", 

V t -V^^n{i-i)/-ff^Ey'sme'd9'dY 

4. Il 1. EV» sin 5" rf$' rff , 



MAGNÉTISME STATIQUE. 233 

les intégrales étant prises entre 6' = o, 6" = o, ^^ = o, ^" = o et 6'.= n. 

On sait d'ailleurs que, en substituant les coordonnés polaires aux 
coordonnés rectilignes, Téquation (17) se transforme dans la suivante : 



"(•'"« f ) 



r d^ rf \ d^J 1 dp _ 

(27) "cïr^ "^ sinOû^e "^ sin^e d\^ ~~ ^' 

8. Indications générales sur la marche à suivre pour arriver à Vinté- 
gration. — Posons 

(.8) /=X = .^'' 

R/ étant une fonction rationnelle entière du degré 1, décos 9, sindsin^, 
sinScosip, dépendante de r, qui'satisfait à l'équation 

/ \ 1 • A d^i 

—Se ih^o-^"^'('"^'^"'=°- 

En remplaçant/ par R, dans l'équation (27) et ayant égard à la pré- 
cédente, on trouve 



dr' 



i{i -h i)R/= o. 



L'intégrale générale de cette équation est 

H/, G/ étant des fonctions sphériques du degré t'en et i};, indépen- 
dantes de r, qui satisfont à l'équation (29) quand on les substitue à R^. 
L'équation (27) sera donc satisfaite par 

(3o) /=S («'•''■ -^T^.)- 

Cela posé, on substituera à/cette valeur dans l'équation (26), ainsi que 
les expressions de w, u% V, U exprimées en séries convergentes ordon- 
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nées, selon les cas, suivant les puissances ascendantes ou descendaates 
de r, et Ton égalera à zéro la somme des coefficients des mêmes puis- 
sances de r. On déterminera ainsi les H,, G/, par suite y, puisse, jS, 7. 
et enfin li*s composantes de l'action magnétique du corps au moyeo 
de la quantité Q dont la valeur se déduira de celle de/" par des infé- 
gralions immédiates. 

§ III. — Application aux corps sphériqufs. 

îl. Équilibre magnétique intérieur d'une enveloppesphérique. — Con- 
sidérons une sphère creuse dont les rajons extérieur et intérieur soient 
a, b, et plaçons Torigine des coordonnées au centre O de cette sphère. 

On a 

dw' = dr^ , dw"" = dr" ; 
par suite, 

dr dr 

m 

rxpn^ssions dans lesquelles on devra faire r^ =z a^ r^'=b, après avoir 
effectué l(»s différentiations. 

Si nouH distinguons par un accent et deux accents les valeurs que 
prennent 11/ etO/ lorMque Ton y remplace 6, v^parS', ij^'et par 5'^,'y, nous 
anroiift, en vertu de Téquation (3o) du n" 8, 

j K" ,t^|,ii:z.'--(i-H.)^,]- 



*l 



r/'HiiMlioii ( uO) (lu II" 7 prend alors la forme suivante : 
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tivement développables suivant les puissances ascendantes et descen- 
dantes de r et nous pourrons écrire 

\ i et \ji étant des fonctions sphériques du même ordre que H,, G/. 

A mesure que r augmentera, U tendra à se réduire à son premier 
terme, mais, à la limite, cette fonction sera égale à la somme des quan- 
tités de fluide libre appartenant aux aimants intérieurs divisée par r et, 
comme celte somme est nécessairement nulle, on a Uo = o. 
. Portant les valeurs (5) dans Téquatiori (4 ) et égalant à zéro les coef- 
ficients de r*, -:7-T> on trouve 



^.1-4-1 



/ „ 



d'où Ton déduira les valeurs de H/, G, qu'il s'îigissait de déterminer. De 
ce que Uq = o, la seconde des équations précédentes donne G^ = o et 
on tire de la première 

En remarquant que l'unité est une fonction sphériquede l'ordre O, 
les formules (i) donnent pour les quantités totales de fluide libre fic- 
tives répandues sur les surfaces extérieure et intérieure de l'enveloppe 






et sont ainsi nulles puisque Gq = <>• 
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10. /iction de V enveloppe sur un point donné extérieur ou intérieur. 
— Soient F la fonction dont les dérivées changées de signe par rap- 
port k Xf y, z donnent les composantes suivant Oo?, Oj, Oz de Tac- 
lion exercée sur le point M. 

CiCtte fonction ne sera autre chose que le premier membre de Téqua- 
tion (2) dans lequel on supprimera le terme en (i — A) qui caractérise 
un point d'un élément magnétique de l'enveloppe et par conséquent 
on aura 

i^ Le point M est extérieur. Comme r> a^ b, nous pourrons écrire, 
comme plus haut, 

]7= 2^^i pn^ ^^=Z^^' 

On reconnaît facilement que le coefficient du terme en -7^, de V 

fournit par U et m" n'est autre chose que le premier membre de la se- 
conde des équations (6) dont on aurait supprimé le second terme; 

ce coefficient est donc égal à -^ (i — /:) G^; nous avons donc déjà 



F=V-*-^(,-*)^;°' 



i-hl 



~'^''*'//^S[''"'"'" -('"^ .);^]sin6'rf6'rf^; 



Mais nous devons poser aussi 



\\ ayant la même valeur qu'au numéro précédent. Il vient donc 

3 ^ ' j^r^^^ ^ ^r'^* 1^214- 1 2/-t-i 
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Au moyen de la pr<^niière deséquations (G), cette expression se ivduitj 
faciiemeiit ;i la suivante : 

2° Le point M est inlérieur à l'enveloppe ou r<^b <Ca. — On devra 
prendre 

comme au n" 8. I^ terme en r* fourni par le premier et le troisième 
terme de F ne sera alors autre chose que le premier membre de la 
première des équations (6) dans lequel on aurait supprimé le terme 
en (i — i); nous avons donc déjà 

+ **'//ji I h;-; S" - '-p^ G',1 siii5"rf6-rfci>- 

t/»mme ici nous devons prendre 

G. 1 



il vient 

OU, eu ayant égard à la seconde des équations [6], 

(.0) .F = u-^iàJ;+^„-*,p[,,-.«fc,|. 

II. Ex^nende quelques cas particuliers. — i"X- = i. Cette hypoil 
se réalise à très peu près pour le fer doux. Les équations (9) et [1 
se réduisent aux suivantes : 

(90 F = V-5°-;S^', 
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D'où cette double proposition : L action earercée sur le point M est 
indépendante des masses magnétiques intérieures s'il est intérieur ei des 
masses magnétiques extérieures s'il est intérieur. 

2** La sphère est pleine. Nous avons U = o, t = o, par suite 0^ = 
d'après la seconde des équations (6); la première de ces éqiialioDs 
donne 

6\ Hi= ^' 



L ^ 2n-ij 

et l'équation ( 9 ) 

;9-, F = y-^g^(i- ,_^.;^3^,- ) 



3** V enveloppe sphérique nest soumise quà une action extérieure con- 
sianie en grandeur et en direction.- Supposons, pour fixer les idées, que 
cette action est celle qui est produite par la terre. Nous dirigerons la 
partie positive de l'axe Os vers le pôle boréal terrestre, et nous ferons 
passer par M le plan zOx qui, étant un plan de symétrie, renfermera 
l'iotensité magnétique. Nous poserons 

V = — /w;; =— /Tir cos 5, U = o, |S = o* 

m étant une constante qui sera positive pour notre hémisphère. 
Noos aurons ainsi 

Vt = o, V< = — m cosô et V, = o pour i > 2 

et^ en vertu des équations (6), 

H/ = o. G/ = o pour / > I , lU = o, 

en nous rappelant que Go ~ o. . 
De ces mêmes équations on déduit 

. H, = A(i -4-*)cos5. 
• ' 0,= AX-6' cos9, 



a^O MAGNÉTISME STATIQUE. 

en posant 

De la formule (3o) du n** 8 on déduit alors 

Désignons par cfl, Oit les composantes suivîint le rayon et la méri- 
dienne de l'intensité magnélique au point M (n" 2), dont les projeclions 
sur O.r, Oy^ Oz sont respectivement 

Nous avons 

A .= T^ = A cosOi i -\- k — aX- -j j • 

et l'on voit ainsi que l'intensité magnétique en chacun des points de 
(A) est parallèle à la direction du magnétisme terrestre. Des formules 
(i I \ on déduit 

a =^sin9 -f- Oit cos5 =— 3 AX* -rsinôcosô, 

i -+- k -h k -73(1 — 3cos^C) 

En se rapportant k la formule (9) et ayant égard aux valeurs ci- 
dessus de V,, II,, G,, A, on trouve, pour la fonction potentielle d'un 
point M extérieur à l'enveloppe, 

{ 1 2 ; F = m cos ô ( — r + B — j , 

en posant 
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On déduit de là pour les composantes de l'action exercée sur M, 
estimées suivant le ravon et la méridienne, 



^1 — 



(«4) 



— mcosO ( r -f- 2B — ) » 



a 



3\ 



OU I = — w sin 0[ — 1 -f- B -3 



Ainsi donc Taclion dont il s'agit est parallèle à la direction du 
magnétisme terrestre. 

Des formules précédenteson déduit aussi 



(Ijc 



a' 



= Ai siiiô -h OR, cosô =— wB^sinôcosô, 



--r:= A cosO — Oit, sin 5 =— m i — B-^(i — 3cos^ô) 



ou encore 



(i5) 



dF 
dx 



a' 



-— = — mB -T^^. 



/•* 



t/F r 



a' 



m\ I -B^ I — 



35^ 



».i 



Si la sphère est pleine ou si 6 = o, on a simplement 



(i5') 



dV _ i a' . 

dx n 



7 = -K'-*S('~-^')] 



dF 

dz 



Il est évident que, si les axes Oo: et Oy sont orientés d'une manière 
quelconque, on doit substituer à ces formules les suivantes : 



/ dF 
dx 



a' 



-j- =— mk —iXZ^ 



(i5") 



dy 

dF 

\' dz 



r 



a' 






35* 
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§ IV. — Application des formules générales a l'ellipsoïde. 

12. Expression de la fonction potentielle Ç^. — Rappelons-nous les 
formules suivantes du n*^ 6 : 






(2) Q=^^.J(^g^cos/'4-|^!cosm' + gcos/i')^'. 

Soient 

«,'î *.'î ^fi 

(3 — -f- 77 -h -7 = I 

^ a* o^ c* 

réquation de rellipsoïde donné (A) ; 
ct' Taiigle formé par la normale au point [x\y,z') avec le rayon vecteur 

OM' = r' mené en ce point ; 
fh l'ouverture sphérique du cône ayant son sommet et pour base 

l'élément du)' de la surface de (A). 

Kn posant 



I z' 



nous avons 

cos/' = - — , cos/n'=7^, cosn'— 7— 1 

A a' A o- A c- 

cos zs' = —f cos /' -h —, cos m' + -. cos n' = 4t ' 
r r r rA 

C0SX3 

Par suite, 

/x ^ / r/'clf x' df y' df z'\,r'^d<j 

Nous supposerons que l'ellipsoïde n'est soumis qu'à une action 
extérieure constante en grandeur et en direction, ce qui revient à poser 
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en désignant par A., ifc, G trois constantes données. Nous allons 
chercher à satisfaire aux conditions d'équiUbre magnétique intérieur de 
rellipsoïde en posant 

(5) /= a^ H- /Sj-^yc, 

a, fj, y étant des coefficients inconnus. 

Nous rappellerons (n^* 5 et 6) que a=-^, |S=^, 7=^ doivent 

être considérés comme des infiniment petits. 
I.a formule (a') devient 

Considérons un second ellipsoïde (A') obtenu en transportant (A ) 
parallèlement à lui-même, de manière que son centre vienne coïncider 
avec le point dont les coordonnées parallèles à 0.r, Oy, Oz sont 
respectivement a, ]3, y. En désignant par x'\ y", z" les coordonnées 
d'un point quelconque M" de la surface de ( A' ) et par r" le rayon OM" 
de ce point, nous avons 

on, en ne conservant que les premières puissances de a, /5, y, 

j^- ^ — 2 a.r V ' — 2 y )• ^ - — 1 7 ^ 

• • ' ! — — r I 



a* ^* c-^ 



Si l'on fait coïncider la direction de OM' avec celle de OM', on a 



il I! I> 

't par suite, en ayant égard à Téquation (3), 

-T -h 4y ^- V M ^ — = ^ -- '' • 



Nous 
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y = ./,.-0^ 



Cette fxiirpsBioii n'est autre chose, au facteur /■ prés, <[iie tu fonction 
potentielle de M qui serait due à l'attraction du volume de la couche 
limitée par (A) et (A') ou la différence des potentiels qui se rapportent 
à ces deux volumes. On sait que les composantes suivant Ox, Oy, O z 
de l'attraction exercée par (A) sur un point [.r, y, :), qu'il soil('xtcri<'!ir 
ou intérieur, sont de la forme 



N. N', N" étant des coefficients positifs qui ne dépendent que de a. h. 
c. Les composantes semblables relatives à ( A' ) seront 

-TN(,r- xj. — ]S'(,v— jS), N''(3 — 7); 

(l'oû. pour les difrérences, 

- ^«. - N'f3. - N"-/. 



N'Xfi, g = -N'X7. 



+ N'i3x+N"y.). 

15. Rappel des formules relatives à l'allraction ej;ercèe par le volume 
<i' un ellipsoïde sur un point [.T, Y, z). — Supposons que acsoilleplus 
petit des trois axes et posons 



Considérons d'abord le cas où le point attiré est intérieur et dé- 
signons par c, le demi-axe parallèleà = de l'ellipsoïde honiofncal du 
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proposé passant par ce point. Nous avons, pour déterminer c,, Téqua- 
tion 

(8 -1 -H ~j Ç. i -h -z i i ^ i , 

^ ' c\ c* -h 0^ — c* c] 4- «^ — c* ' 

qui n'admet qu'une racine positive pour cj ; les deux autres racines se 
rapportent aux hyperboloïdes homofocaux. 

Nous avons maintenant ('), a. étant une variable auxiliaire, 



ri 



■ y 

) 



N" = i^ !.. 

6- 



Remplaçons maintenant dans Téquation (9) u par —m et posons 

^ 1 

/yS ri. r* Lt ^2 ,.i 

'^i — ^Ti — '^ 71' ^1 — -.i— — '^ ~i' 

Nous aurons 





(.3 






c' rA,L, d/JL 


c' .a; L, 

cj rA; 



(*) Foir notamment les formules des p. i5i-i52 de notre Traité élémentaire de 

4 
Mécanique céleste, en y remplaçant m par l'unité, M par ^izabc, L par -^r.abcL^c' 

par C| et enfin À par X', et vice versa. 



2 \i) 

Far suite 
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;I2) 



N = 



> N' = 



W = 



.\tz abc (ù.i L, 

!\Tzabc {i\\ L, 
~c\ 5^" 

\tz abc j 

13 ^1- 



Les formules (i i) et (ii) s'appliqueront au cas où le point attiré se 
trouve sur la surface de Tellipsoïde, en y supposant c, =c ou X, = X, 
\\ == X', et alors nous avons 



(•«'■) 



L = 



«/» (I 



u* du 









,.j 



dk 



(12') 



N' = 



N" = 



!\Tzab dk'L 

"c^ ~dy' 



L\Tzab 



-L. 



Si le point est intérieur, l'attraction se réduira a celle de Tellipsoïde 
déterminé par la surface semblable à celle du précédent passant par ce 

IL 

point; mais, comme pour les deux ellipsoïdes les rapporls — > X, X' ont 

les mêmes valeurs, les formules (i i') et (12') s'appliqueront encore au 
cas considéré. 

On voit ainsi que l'on peut se borner à considérer les formules (11) 
et (12) en convenant d'y faire c, = c, X, = X, X', = X' si le point attiré 
est situé sur la surface de l'ellipsoïde ou dans son intérieur. 

Cas particulier, — On a 






-— — / 1 1* 



Si l'ellipsoïde est de révolution autour de O^, ou si a = 6 ou X, = X', , il 
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égard à la valeu r ( 4 ) » 

A. = <vlo -|- -y— 9 

(.5) |Y==^+^, 

Z = e -+--:>-- • 

dz 

En se reportant au n° 16, l'action de l'ellipsoïde (A) sur le point 
M a pour composantes, suivant Orc, Oy, Oz, 

, abc rA,L, , abc cFk'.h, , abc ^ 

en ne perdant pas de vue que c, , X,, X^ sont des fonctions de a?, y, z. 

r.es composantes semblables de l'attraction exercée par l'ellipsoïde 
(A') s*obtiendront en remplaçant dans les expressions précédentes 
.r, j, z respectivement par ^■— a, y — ]3, s— y; mais, comme a, /3, y 
sont traités comme des infiniment petits, on voit que le résultat sera 
le même que si l'on ajoutait aux expressions ci-dessus leurs différen- 
tielles totales, en y remplaçant dx, dy^ dz par — a, — /3, — y. 

En prenant la différence entre les actions exercées par (A) et (A'), 

nous aurons 

/ .rrAjL, .rr/X,L, .rr/>v,L, 

'^^ = -\nkahc ( « ' ""^/^ + ,3 ' ^7^ -H y ' ^7^ 

/ d^^^^ ^.>' ^W-i ^/Z^?iLi 




-~ =: — î nkabc \ a 

Si l'on ajoute entre elles ces valeurs multipliées respectivement par ûtr, 
dyy dz, on trouve, pour le coefficient de — ^nkabca, 

cl / £ dk,U j^.y ^\^i dv-hz^-' dA' 
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Cette expression n'étant autre chose que celle d'un potentiel, la 
quantité entre crochets est nécessairement une différentielle exacte de 
Xy y y z et l'on doit avoir par suite 

^VL, ,7,, ^W-i dr^^th. ^v^^lili 

dy dx dz dx dz dy 

Il suit de là que l'on a 

dx ^ dx\c\ d\i c\ dy^ c] / 

/ /-\ T dO / I 1. d (%x dl^hy 3>'^'L, Y^Li 



ou 






(.7) Q = -,.a^-^.^|-^.^I£^-). 

Au moyen des valeurs (16) les formules (i4) feront connaître les 
composantes cherchées. 

16. Vérification dans le cas de la sphère. — On aa=A = r, X,=^c, 
X, = o, L, = J. Les formules (12) donnent 

L\TZ'3L 4"^? 4*^7 

— ô~ = cAa — ô — — — "^ J ~ô" " —— ^ » 

et l'équation (17) devient 



a» 



(18) Q = -*^(.l,^^Ul,J-h£2). 

Si l'on fait coïncider Taxe des z avec la direction de la force exté- 
rieure qui sera, si l'on veut, l'action — m du globe terrestre, et si l'on 
fait passer le plan zOx par le point M, on a 

X = o, 1)1, = 0, G = — m, j = o. 
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vî = "»*^^; 



kJk ■^*-- 






a' 



— 5mk —7 xz. 



-g = m*^(i-:5i: 



j|J^ * * i^^^B^WP^"»^ 



^twrc^ extérieure — m à la seconde de ces formules, on 
>^,ai- r's ciiKittules (i5') du n^ 11. 

?• X 4> * ^A« ^ipsoide de révolution aplati. — Nous avons a = b, 
^ \>v\iualions (i3) et (i4) donnent, en faisant X, — X = - — ;- 



a — c 



\ 



|7ra 



'^> 



i»K \n(i 



L 



;'|jry 



I -k 
3 

3 ' 

lui 

3 






\<\\ ro qui concerne Faction de Tellipsoïde sur un point extérieur, 
ou Hi «Ml portant les valeurs (i3) dans la formule (17), 



4M 



-H 75 ( I — ^ arc tangX, ) 



l',M l'iMMiinl a h e( désignant par r la distance du point M au centre 
M, Ifi lonnulp (H) donne 

f'M y )M)f(hiHil lu rohilion 



f r«) 



•/i 



,a _j_ -.2 



/ ' J*" -h >" 4- 5 
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On pourra ainsi former les valeurs de ^> ^> -pj et par suite trou- 
ver les composantes X, Y, Z de l'action cherchée. 

18. L'ellipsoïde de révolution est très aplati. — Supposons que le rap- 
port -soit assez petit pour qu'on puisse en négliger le carré; nous 

obtiendrons une sorte de plaque circulaire dont l'épaisseur décroîtra 
en allant du centre a la circonférence ; on a 

X - =r I , arc tangX = > 

m 

et les équations (19) deviennent 

na = 



(.9) ^^"^= 



I 


, 3tz c 

— k-h -y- k 

4 a 

3ia, 


a* 


I - 


. 3tz . c 

- k-h -r k 

4 a 

3e 


3^1 
a* 



47:7 =- 2 

I — A H k - 



2 a 



c» 



On a conservé le terme en -, en dénominateur des deux premières 

de ces expressions, en raison de ce que, en général, i — A est une très 
petite fraction. 

La formule (20) donne ensuite 

/ ,x / v 4 « «V 

— t: ( - arc tang — • 



3X:ce5 



. O •• •% 

I -h 2a: 

2 a 



Admettons maintenant que le point M soit assez peu éloigné du centre 
de la plaque pour que l'on puisse négliger les carrés de ~> -5* L'équa- 

36 
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lion (ai) donne 

en prenant le signe -4- ou le signe — selon que z est positif ou négatif. 
On a (Failleurs 

a Tz c, c^ 

arc tane— = ^4- 5— r> 

^ Cl 2 a 3a* 
et l'expression (20') se réduit à 

Q 3A:c(A>j:-i-Br) /t^ ^ 2w\ 

\ 1 a a} 



2 
3rcQz 



d'où 



\ 2 a* 2 a a}) 



I 



dQ Skiz^c _, SkcXz 



dQ _ ^Tzkc^S^ _^ ^kc'ù\>z 

(23) { dy ~~ ~/ 7 J^^ 3^^ ~" / , 37tA-c\ • 

dQ __ 37cA:ce ^ 3A'c(X^ 4- ift>j) 

^5 :* u H- '2 A ) a / , 3-11 kc\ _ * 

De ces formules on déduit ce qui suit : 

Supposons que la différence i — k soit assez petite pour être négli- 
gée. Les équations ( 1 5 ) et ( 22 ) donneront, pour les composantes de Tac- 
tion exercée sur M, 

Tza ira 

X = -4- > 

ira ira 



Z = -G 



2a tza 



On voit ainsi que l'action de la plaque détruit en presque totalité la 
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composante de la force extérieure parallèle au plan moyen de cette 
plaque, tandis que la composante normale à ce plan n'a pas été sensible- 
ment modifiée, à la condition toutefois que la composante dont il s'agit 
ne soit pas très petite ou que la force extérieure ne soit pas trop incli- 
née sur la plaque; de sorte qu'une aiguille aimantée suspendue librement 
par son centre prendrait une direction sensiblement normale à la plaque. 
En supposant que la force extérieure soit due au magnétisme ter- 
restre. Poisson a considéré, comme application de sa formule, les cas 
où la plaque est horizontale et où elle est parallèle à Taxe des pôles ma- 
gnétiques. Les conséquences auxquelles il arrive ne sont pas de na- 
ture à trouver place dans cette analyse. 

19. Cas d'un ellipsoïde allongé. — Soit 6 = c ; on a 



i-^^^-ïïîî^^g(^^^v^^^^î^' 









d\\ L, _ y 



et, pour déterminer c,, 



ci-^- a^ — c' * 



d'où 



On n'a plus maintenant qu'à faire des substitutions dans les équa- 
tions (i 4) et (17) pour obtenir la solution du problème. 

20. L'ellipsoïde est très allongé. Supposons que ^ soit assez petit 
pour que l'on puisse en négliger le carré ; l'ellipsoïde deviendra une 
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sorte d'aiguille (A) ayant pour longueur 2a et dont c serait le rayon 
m son milieu. On à 

3.1, 



^Tza = 



c* / '2 Cl \ 

A + 3 A- — ( log 1 ) 






2 



, 3e 

4;ry = — 



A: 

2 



Q - 



3Ac'al.d™( log I j 



3A'c»(iJb>'4-C5) 



Admettons maintenant que la distance du point M au milieu de l'ai- 
guiJle soit assez petite pour que l'on puisse négliger le carré de - 



/• 
a 



<*t, par suite, celui de — — ^ ; alors on a 



^. = \r -+■ 



2 _i_ ^2 



et, en posant 



(a^i) V= ^^"^ 



(i— A:)a» 4- 3Ac 



.(,„,!?-,)■ 



on trouve 



dx 






(26) '.dy- ^,.^.^^(^..^_,,) 



r*-i-5* 



£(Q _ 3 kç} [3 ( xï» — y» ) -t- 2 1^,7.5] , , .Vx^ 
dz / A'\ y* -h 5* 



(>-H-)o'+--) 
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On déduit de ces formules les conséquences suivantes, en suppo- 
sant que la force extérieure soit due à l'action magnétique terrestre. 

1 *^ V aiguille [k) est perpendiculaire au plan du méridien magnétique. 

— On a <.l, = o et, de plus, -tft) = o en prenant la partie positive de 

Taxe des z dirigée vers le pôle boréal; la quantité G sera négative ou 

positive selon que la particule magnétique placée en M sera boréale ou 

australe. 

Désignant par u la distance du point M à Taxe de Kaiguille et par v 
Pangle qu'elle fait avec l'axe Ozy on a 



et, en posant 



V = wsinv, j5 = WCOSV, 
3A- 



2 



on trouve 



dQ 

^Q 2 gc^ G sin 2 V 

dy w* 



!» 



puis on a 



dQ 2^C'GC0S2V^ 



X = o, 

•r 2/Ç^c'Gsin2v 

rw ^ 2 Vc* G COS 2 V 

z = — G 5 



Si le point M appartient à une aiguille aimantée (C), suspendue li- 
brement par son centre de gravité, très courte relativement à la dis- 
tance {/de son milieu au point O, cette aigilille restera dans le plan du 
méridien magnétique, mais Tinfluence de Taiguille ellipsoïdale (A) mo- 
difiera son inclinaison. En appelant t Tangle que la partie de Tai- 
guille (C) qui aboutit au pôle boréal fera avec sa direction naturelle. 
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OU ;itira 

Il y aura un cas où l'aiguille (C) ne preiiiira plus de direction déleiv 
minée, c'est lorsque l'on aura en même temps Y = o, Z = 



2" L'aiguille (A) est parallèle à l'action magnétique terrestre. 
On a iH> = o, S = o et, si la partie positive de 0.r est dirigée vers L 
pôle magnétique boréal, la quantité A- sera positive ou nég^itîve seloi 
que la particule située en M sera boréale ou australe. 

En continuant à désigner paru la distance du point M à Oa:, et par» 
l'angle qu'elle fait avec Oz, on a 



x = - 


.l, + *'.l,( 


log 


Y = - 


k'X'xûn 




Z =- 


h'Xiccm, 





La résulïiinte des forces Y et Z est dirigée suivant la distance de I 
à l'axe de l'aiguille et varie en raison inverse du carré de cet! 
distance. 

Si donc le point M appartient à une aiguille aimantée (C) libreme 
suspendue par son centre de gravité, la projection de cette aiguille suf" 
un plan perpendiculaire à l'axe de (A) sera normale à cette droite, et 
l'on voit, d'après les sigpes de x et de x, que ce sera la |»rojection de 
sou pôle boréal ou celle de son pôle austral qui tombera du côté 
de ( A ), selon que le plan perpendiculaire en O à Ox passera au-dessous 
mi au-dessus du milieu de (C), ou selon que x sera positif ou négatif, 
Si l'on désigne par e' l'inclinaison sur Ox de l'aiguille (C) dont la Ion 
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'^leûr est censée très petite par rapport à u. on a 
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tange' = - 



Supposons maintenant que l'aiguille (C) soit assujettie à rester hori- 
zontale; soient Oy^ la projection horizontale de Ojt; i l'inclinaison 

magnétique xOy; nous prendrons pour axe des y la perpendiculaire 
en O au plan des xOy; soit, de plus, $ l'angle l'ormé par (C) avec 
sa direction naturelle Oy. Les forces X et Z donnent suivant Oj; la 
composante 

X cosi'-i- /sini: 
un a, par suite. 



'""S ^ = x.-„,/_,./.,i../ = - 



A'j-sin 



"(■^X'-/-'log^)c. 



Ttlle est ta formule qu'il s'agissait d'établir. 

.§ V. — AcnOÏS SIHULTAMKEB DE PLIISIELRS SPnKRES AIMAWxtES PI 
l'iITFLUENCE de la TEHRE sur un POIMT qui LEIÎR est EXTÉRIEIIK. 



îil. Soient C,, C, C„ les centres des n sphères. 

Nous rappellerons [ II" 19) que pour chaque sphère les coordonnées 
du point extérieur M sont nipportées à trois axes rectangulaires menés 
par le centre de cette sphère. Nous supposerons tous les systèmes 
d'axes parallèles entre eux. de manière que les composantes ji., iR., G 
du magnétisme terrestre suivant leurs trois directions soient les mêmes 
quand on passera d'une sphère à une autre. 

Nous distinguerons par l'indice 1 les quantités A, a, r, x. v, s, Q qui 
se rapportent àia sphère dont le centre est C,. 

Les composantes de l'action totale exercée par les sphères sur le 
point M sont 

y,/Q, 






ydQt 



2^^ MAGNÉTISME STATIQUE. 

OU, en vertu de la formule (19) du n° 19, 

25. Cherchons à voir si le système de sphères ne peut pas être com- 
biné de manière qu'il n'exerce aucune action sur le point M, quand 
même le magnétisme terresrre viendrait à éprouver un changement en 
grandeur et en direction. Nous avons, en égalant à zéro les coefficients 
de X, ift), G des expressions précédentes, 



1 






î 



(3) ■ |^^,-^a;,c, = o, 



S 



7 «? 



La somme ( * ) des équations ( 2) étant identiquement nulles» on voit 
que Ton n'a à satisfaire qu'à cinq conditions. 

(^) Far une singulière inadvertance, Poisson a écrit ainsi cette somme 



1^-% 



et, comme elle ne peut pas être nulle, il avait conclu de là que les actions des 
sphères ne pouvaient pas s^entre-déduire pour toutes les directions du magnétisme 
terrestre. 
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22. Déterminons maintenant les conditions que doit remplir le 
système de sphères pour qu il n'ait aucune influence sur la direction de 
Taiguille de déclinaison, quelle que soit celle du magnétisme terrestre. 
Nous placerons l'origine des coordonnées au milieu O de Taiguille en 
prenant le plan horizontal pour celui des ooy. 

Nous poserons en conséquence 

Y =^' 
d'où, en vertu des deux premières des équations ( i ), 

On déduit de là, en égalant à zéro les coefficients de aV,i»b, «i.^, ub^ 

^A,|(^;-v;) = o, 

(4) ,{ j 

23. Considérons d'abord le cas de deux sphères; nous avons 



^1 71^1 J'i — ^'27:5^2^^2» 

(5) 

'1 '1 



^iT:?^*^! ^^ ^2";:5j^2^2« 

37 



' I ' i 



MAGNKTISME STATIQHE. 



En miiltipliiint terme à terme les deux dernières de ces équations et 
supprimant le facteur commun qui résulte de la considération de la 
seconde, on trouve 



ce qui exige que l'on ait z, ^ o, Z; = o, ou que les centres des sphères 
soient situés dans le plan honzonlal. 

Soient y,, y, les angles que foriiieiit r,, r^ avi'C Ox. Nous avons 

■V, = r, cosip,, y, = r, siriy,, ^3= r.. cosq;,, yi = TiSinç,, 

et les deu\ premières des équations (5) deviennent 

A, -jcosaiy, =— ii~cos2îi,. 
A, -;5sin2Ç| — — A, — jsin Hf^; 

d'où successivement 

tangaÇi = tangs^^, 

(S) 



Ainsi les rayons vecteurs des deux sphères doivent être perpendiculaires 
entre eux et, si les sphères sont de même nature, proportionne/s aux 
rayons des sphères. 

27. Revenons au cas général où le système est composé d'un 
nombre quelconque do sphères. Faisons sortir des sommes des équa- 
tions (4) les éléments qui se rapportent à la sphère (C,), et considé- 
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rons comme données les quantités 
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y* 



a 



• m-» \ h 



*-»••= A. 



I 



a: 



l ^:r V ~ E 



(7^^ 



y^.pj^.'". =c. 



1 



^l^.Fir.-i-D. 



sauf à établir ultérieurement les conditions que doivent remplir les 
constantes pour que le problème soit susceptible d*une solution. En 
posant, comme plus haut. 



Xi= r, cosy.» y, = r, sin? 



I» 



les équations précitées deviennent 



it, ^cos29, = — A» 



(.8) 






a 



a 



Z, COSQ, = — C, 



i,^z^sinf^ =— D. 



De ces équations on déduit d* abord 



(9) 



\'4 



= VA* + 4B*, 
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puis 

tang29, = ^, 

tangf, = ^-• 

Pour que ces deux équations soient compatibles, il faut que l'on ait 

(11) 4ADC = B(C»-D»). 

En admettant que cette condition soit remplie, et que k,, a, soient 
donnés, les formules ci-dessus feront connaître r,, z, et <p,. 



MOUVEMENTS 

DES AIMANTS ET DES COURANTS DÉTERMINÉS PAR LEURS ACTIONS MUTUELLES. 



1 . Loi de Biot et Savart. — Considérons un courant angulaire [fig. i ) 
constant BAB\ dont les deux branches AB, AB' sont assez longues pour 
qu'on puisse les considérer comme infinies; concevons que, sur le pro- 
longement extérieur de la bissectrice A a? de l'angle, on dispose le 
centre O d'une petite aiguille aimantée PP' qui ne puisse se mouvoir 
qu'autour d'un axe passant par <!e point compris dans le plan du cou- 
rant et perpendiculaire k kx. 

Biot et Savart ont reconnu expérimentalement que l'aiguille se 
place perpendiculairement au plan du courant, que l'action exercée sur 
chacun de ses pôles varie en raison inverse de la distance de ces points au 
sommet du courant angulaire et quelle est proportionnelle à la tangente 
du quart de l'angle. 

2. Principe élémentaire de Laplace, — Soient 

I l'intensité du courant ; 

V la masse delà particule magnétique censée concentrée au pôleP qui, 

changée de signe, est la masse semblable concentrée en V ; 
a la distance OA ; 

a l'angle BAj? = B'Ao? ; 

B un point quelconque de l'une des branches du courant 5 = AB ; 
ds un élément B 6 du courant ; 

£ son incHnaison sur le prolongement du rayon vecteur OB = r. 

38 
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Ei\ négligeant le carré du rapport de la demi-longueur de l'aiguille à 



Fig. I. 




r, l'action exercée parc/y sur P, en désignant par fx une constante, sera 
de ia forme 



'^0 



lih/ir,î)ds. 



et sera perpendiculaire au plan BOB'. 

I /action totale exercée par le courant sur P aura ainsi pour valeur 



(■i) 



Or on a 



F = 3/JLiv / /(r, s)ds. 

sin(a — s) / . . x 

= a — ^ = afsmacote — cosa), 



1 siiia , 

cfs = — a . ^ as, 



<♦! rexprcHsion (a) devient 



sina 

r= a-. — y 

sins 



l'i) 



V — aaivasina / / -; — j-y t -^-r 

^ ,./ \ sine' / sin*s 



(loinine celte force doit varier en raison inverse de a, il faut nécessai- 
r<'MM*Ml fpie Ton ait une relation de la forme 



A 



«4i^A = ./.(o 



sine / . sin*a 

sin*£ 
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ce qui revient à poser 

(4)- Ar,e) = -^-^; 

alors on a 

D'après la loi de Biotet de Savart, on doit avoir 



OU 



d'où 



' /i[i)dî = 2sin^- = I — cosa; 





et 



/(a) résina 

/ (6) = sine. 



sins 



Enfin, pour l'action élémentaire (i) exercée par ds sur P, 



(5) ^iyîl^ds. 



En généralisant ce résultat, on conclut avec Laplace que L'action 
exercée par un élément de courant sur une particule magnétique est 
proportionnelle à l'intensité de courant^ à la masse de la particule^ à la 
longueur de V élément ^ au sinus de V inclinaison de Vêlement sur le rayon 
vecteur partant de la particule^ à r inversé du carré de ce rayon ; et de plus 
quelle est perpendiculaire au plan déterminé par la particule et Vêlement. 

Si l'on désigne par rfw l'aire du triangle déterminé par ds et v, on 
reconnaît facilement que l'expression ( 5 ) prend la forme 

(6) ^-^d.. 

En vertu du principe de l'égalité entre Faction et la réaction, l'action 
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exercée par V sur rfj sera aussi représentée par les expressions (5) et (6), 
mais devra être changée de sens. 

Mouvement imprimé à un courant constant par un aimant. — Soient 

K, 3IL la résultante des actions exercées par l'aimant sur le courant et leur 

moment par rapport au centre de l'aimant pris pour origine; 
Fj, aUj. leurs projections sur Oa^; 
(/uj. la projection de dfà sur le plan yO z ; 
r", ddi' les valeurs de r, rfu qui se rapportent à ds et à P. 

On a , en employant les mêmes notations en ce qui concerne les axes 
O.r. 0=, 



. f[ /rf... M-\ /rf™, Av\l 



. n (du, d 



m 



Supposons que l'on prenne la direction de OP par la partie positive 
de l'axe des z, et soit 2/ la distance des pôles de l'aimant, on a 



-(=-')'. 



yd=-t,= -l)dy 



(m 



' +y' + {z + l)'. 



is + l)d.x—ards 
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Au moyen des formules (8) et (9) et des équations du circuit, on 
déterminera F et DIL en grandeur et en direction; le moment du centre 
de gravité géométrique G du circuit sera déterminé par F, et le mou- 
vement de rotation autour de ce centre se déduira des formules d'Euler 
en faisant intervenir les moments principaux d'inertie de ce circuit par 
rapport à G. 

Mouvement d'un courant autour de l'axe d'un aimant. — Soit {Jig. 2) 
u = sjx^ -h jr'^ la distance d'un point M du courant à Taxe Oz. 



Fîg. 2. 




P'J. 







Des formules (7) et (8) on déduit 



OU 



= ^iv[/ 



{z — l) du^ — u}dz f(z + l)du^ — - u^dz 



-P 



.'S 



] 



. Si Q est l'angle formé py le rayon vecteur r, avec Os, on a 

z — l = — rcosO, u^ = r^ sin^5, 
et la première intégrale de l'expression précédente se réduit à 

— I sinOdO = cos5| — cos^o» 



en désignant par Oq et 9, les valeurs de correspondant aux extrémités 
Ao et A, de l'arc voltaïque. En distinguant par un accent les lettres 
semblables qui se rapportent au pôle P", on reconnaît que, en défini- 
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live, OD a simplement 

(9) OTt- = |tJi/v(cosô, — cos5o — cosô', -+- cos6'^). 

On voit ainsi que ce moment a la même valeur, quelle que soit la forme 
de l'arc, pourvu que ses extrémités soient deux points déterminés. Il 
sera nul et il n'y aura pas de mouvement si le courant est fermé, ou 
s'il se termine en deux points situés sur l'axe de l'aimant et compris 
entre les deux pôles, puisque dans ce cas on a 

Dans tous les autres cas le mouvement de rotation du courant serait 
iniiformément accéléré sans l'intervention des résistances passives. 

Action d'un courant rectiligne indéfini sur un aimant dont la ligne 
des pôles est perpendiculaire à la direction du courant, — Nous pren- 
drons pour plan de la figure celui qui est mené par la ligne des 
pôles PP' perpendiculairement au courant dont la trace sera repré- 
sentée par A. 

Soient 

2/ = PP' la distance des pôles; 

Ox la perpendiculaire menée en son milieu O, la partie positive de 

Taxe des y étant dirigée suivant OP ; 
X, y les coordonnées de A ; 

r = vV--h(/ — jKj% r^ = \jx' -^[l-^-yY \& distances AP, AF ; 
a, a les angles qu'elles forment avec'PP'. 

Les actions exercées par le courant sur P,P', respectivement perpen- 
diculaires à AP, AP', ont pour composantes, suivant Ox et Oj, 

^ . / cosa cosa' 

X=fJLIV 



/• r' 



(2; \ = luvl^- —) = iiivi^y, - -pi) = -j^pr- 



f 
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et leur moment par rapport au point O est 

(3) { \ '^ '^ / 

. i/i—r i-i-y\ 2îiiv/v lij 

Nous allons maintenant examiner quelques cas particuliers. 

I® L'aimant est suspendu à un fil. 

Il tendra à sortir de la verticale en vertu de la force X, et si l'on 
admet que /xi soit positif, le courant agira par attraction ou répulsion 
selon que A se trouvera entre les deux branches de l'hyperbole équi- 
latère représentée par Téquation 

or — y^ -h t^ = o 

ou qu'il se trouvera dans l'intérieur de l'une ou l'autre branche. 

L'hvperbole est ainsi le lieu géomélrique des positions de A pour 
lesquelles l'aimant ne reçoit aucune influence du courant. Ces divers 
résultats ont été vérifiés expérimentalement par Boisgiraud. 

a® Une aiguille /lotte sur la surface d^une couche d'eau et est dirigée 
suivant la méridienne magnétique. 

Cette aiguille ne peut se déplacer que suivant la ligne des pôles, et 
par conséquent sous l'action de la composante Y. 

3** L'aiguille est mobile autour d'un axe mené peur son centre parallè- 
lement au courant. 

Le mouvement de rotation sera produit par le moment OIL : on voit 
alors que le courant n'exercera aucune action si sa trace A se trouve sur 
Taxe Ox ou sur la circonférence avant son centre en O et dont le 
rayon est /. En traversant l'une ou l'autre de ces lignes, une attraction 
se changera en répulsion ou vice versa. 

Il nous parait inutile d'aller plus loin dans la discussion de la 
formule (3). 
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§ I. ~ Généralités. 

1. Lorsqu'un corps solide est soumis à l'action de forces exté- 
rieures, ses molécules entrent en mouvement; il se déforme successi- 
vement jusqu'au moment où l'équilibre se rétablit entre les forces 
moléculaires, modifiées par la variation des distances des molécules, 
et les forces extérieures. Si les intensités de ces dernières forces ne 
dépassent pas une certaine limite, dés que leur action vient à cesser, le 
corps reprend sa forme primitive à la suite d'une série de vibrations 
exécutées par ses molécules. 

Tous les corps solides sont élastiques dans certaines limites variables 
avec leur nature; mais cette propriété ne subsiste que pour des défor- 
mations très petites par rapport aux dimensions des corps ou pour 
des écartements des molécules très faibles par rapport à leurs distances 
primitives. 

De ce que la constitution des corps se modifie pour des déplace- 
ments très petits de leurs molécules, il faut conclure que la fonction 
f[r) de la distance r de deux raolcciiles, dont dépend leur action mu- 
tuelle, décroît très mpidement lorsque r augmente et devient insen- 
sible dès que cette distance atteint une certaine limite r,, très petite 
d'ailleurs. Il résulte de là que les actions exercées sur une molécule m 
du corps par toutes les autres se réduisent à celles qui proviennent de 
celles des molécules situées dans la sphère d'activité de cette molécule 
dont le rayon r^ est très petit. 

Nous ne nous occuperons dans ce qui suit que des corps qui, à l'état 
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naturel, c'est-à-dire soustraîls à l'action de toute force extérieure, son 

honiogéues dans toutes leurs parties. 

L'étude de l'élasticité exige d'abord la connaissance du sujet quoj 
nous allons traiter dans le paragraphe suivant. 



§ II. 



De l'équilibre intérieur d'un corps, quel qu'en soit 
l'Rtat physique ou la natuhf:. 



îi. De la pression dans r intérieiu d' un système matériel. —Concevons 
un plan indéfini PP, qui divise en deux parties (A) et (A') un s^'stème 
de points matériels, et dans ce plan uu élément superficiel da\ soient 
m, m' deux points matériels appartenant respectivement à (A), (A'), 
choisis de manière que la droite mm' traverse rfw. La masse m sera 
soumise de la part du la masse m' à l'acliou d'une force attractive ou 
répulsive dirigée suivant la droite mm' ; toule^s les forces moléculaires 
pareilles provenant de (A'), traversant rfu, transportées parallèlement 
à elles-mêmes au centre de gravité G de cet élément, auront une résul- 
tante de l'ordre de d'o, que l'on peut représenter par p da et qui 
est ce que l'on appelle la pression élémentaire exercée par (A') sur d(a. i 
Le coelBcient p, ou la pression sur d-j> rappariée à l'unité de sur/ace, estT 
désigné simplement sous le nom de pression, au point G du plan PP,î" 
cette pression peut se décomposer en deux forces : l'une p„ est dirigée 
suivant la normale ON au plan PP., l'autre p,, dite tangentielle, est 
comprise dans ce plan. 

La dénomination de pression suppose que la direction de p^ 
verse (A); dans le cas contraire où celte direction est comprise 
dans (A'), ia pression devient une traction. Mais, pour plus de simpli- 
cité dans le langage, nous n'emploierons pour p„ que la déuoniiiiation 
de pression normale, sauf à la considérer comme négative quand elle 
devienl une traction. 

La pression élémentaire /jrfù) n'est autre chose que l'efforl que l'on 
devrait exercer sur rfw, sans changer les conditions dans lesquelles se 
trouve cet élément, si l'on venait à supprimer la portion de (A') qui 
agit moléculairement à travers cet élément. Il est clair d'ailleurs 
que la pression exercée par (A) sur (A') est égale à p changé de sens. 

Nous représenterons en général par jOu la pression exercée sur un élé- 



ée 

ÎSt 

[irise^P 



THÉORIE MATHÉMATIQUE DE l'ÉLASTICITÉ. 275 

ment perpendiculaire à un axe Ou et par pu^^, la composante de cette 
pression estimée parallèlement à un axe O^'. 

3. Du parallélépipède élémentaire. — Nous rapporterons le système 
matériel à trois axes rectangulaires Ox^ Ojr^ Oz. 

Concevons maintenant que le système soit décomposé en parallélé- 
pipèdes élémentaires par trois séries de plans parallèles aux plans 
coordonnés. Soient : 

07, y, z les coordonnées du sommet M le plus voisin de Torigine de l'un 

de ces parallélépipèdes ; 
dXf dy, dz les dimensions du parallélépipède parallèle à ces axes ; 
da = dydzy db = dz dx^ de = dxdy ses faces perpendiculaires à 

OXy Oy, Oz; 
D la densité du corps en M ; 
X, Y, Z les composantes de l'accélération de la résultante des forces 

extérieures qui sollicitent le parallélépipède, en y comprenant Tinertie 

s'il y a lieu 

Les deux faces da sont soumises respectivement aux forces paral- 
lèles da ,p^jt, — da[pjcx -^ -^ ^tr) qui se réduisent à 

— dxdydz ^^• 

ax 

Les couples de faces db^ de donnent de même suivant Ox les com- 
posantes 



qui, jointes à la précédente, font équilibre ^aUdxdy dz\,CQ qui donne 
réquation 

dx dy dz ' 

et de même 

( ' i l dp y y ^ dpxy ^ dp^y __ jj Y 



dy dx dz 

dz dx dy 
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Concevons que, par le centre du parallélépipède, où passent les direc- 
tions de Pjcxi Pxr* Pzz^ X, Y, Z, on mène une parallèle à Oz. Lies moments, 
par rapport à cette droite, des forces qui sollicitent le parallélépipède, 
se réduisent à ceux des composantes des pressions respectivement 
parallèles à db et c/a, ce qui donne, en exprimant que leur somme 
est nulle, 

m 

d'où, en remplaçantrfaet r/ipar leurs valeurs, divisant par î^— ^et ne 

conservant que les quantités finies, 

et de même 

Pzx = Pxzy 



Prz = P 



«r* 



Ainsi donc on peut intervertir Tordre des deux lettres des indices 
des composantes des pressions. 

En se donnant la fonction de a*, j^, z ou de y^^., p^tft qui représente 
la densité, les six équations (i) et (2) sont insuffisantes pour déterminer 
les neuf composantes des pressions : il faudra leur en ajouter trois 
autres qui définiront la nature du corps. 

i. Du tétraèdre élémetnaire. — Considérons le tétraèdre déterminé 
par les arêtes rfr, rfv, dz partant du sommet M. 
Soient : 

r/w' la base; 

a, j3, y les angles que forme la normale a rfw' avec Ojt, Oj', Oz; 

dij = cosarfw', db = cosjSrfci)', de = cosydtù' les faces des tétraèdres 

parallèles aux plans j'Os, zOx, xOy; 
p' la pression exercée sur rfw'. 

Les pressions da,p^, db,i)y^ dc.p, et la pression rfw'./>', prise en sens con- 



THÉORIE M\THÊMATIQDE DE L*ÉLASTIC1TÉ. 277 

traire, qui sont du second ordre, font équilibre à la résultante des forces 
extérieures; mais cette résultante est de Tordre du volume, c'est- 
à-dire du troisième, et par conséquent peut être considérée comme 
nulle ; on a donc en projection sur Taxe Ox 



d*où 



(3) 



da.pxx"^ db.pyjc-h dc.pgjc-- d^' 'Pjc = o> 

et de même 
p^=:p^y,cosa -h pyy cos^ -i- pgy, cosy, 
Ps = pxi cosa -\-Pyt cosjS -h/?« cos y. 



Telles sont les relations qui lient les composantes de la pression p' 
aux six fonctions Pxxf Pyyy Pzzf Pxy9 Pxtf Pyz qui vérifient les équations 
aux différentielles partielles ( i ) . 

Remarques, — i** La première des formules (3) exprime que la com- 
posante suivant Oa: de la pression sur doi' est égale à la pression sur 
da estimée suivant la normale à rfw' ; d'où ce théorème : 

Si p' et p" sont des pressions relatives à deux éléments dtù' et diù" pais- 
sant par un mêm^ point ayant pour normales N' et N", la projection dep' 
sur W est égale à la projection de p" sur N', ou autrement 

p' cos{p\î^'') =p''cos{p'\W), 



ce qui constitue le théorème de V égalité des composantes normales réci- 
proques. 

Qp La composante de la pression />', normale à l'élément correspon- 
dant, est 

Pn — P'x^^^^ +/>^cos/3 -f-;?^cos7, 
d'où 

iy\ \ Pn=P:txCOS^C(,'-hPr'yCOs'^^ -H/^xrCOs'y 

^Pxr cosa cos|3 -h 2/?^^, cosa cosy -f- 2/?^, cos j3 cosy. 



5. Ellipsoïde des pressions. — Rapportons aux trois axesJVIor', My, 
Ms' respectivement parallèles à Px^Pr^P* ^^ ^^^^ géométrique de l'ex- 
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trémité n de la droite qui représente la pression p' pour toutes les 
orientations de l'élément rfw'. 

Soient x\y ^z les coordonnées du point n. En supposant les axes 
Oa?, Oy^ Oz transportés parallèlement à eux-mêmes en M, on a 

(a) cos(x', a;) = ^, cos(y,x)=^, cos(3;,^) = ^, 

Px Py Pz 

d'où 

p' =P^af^àrEy + P^z\ 
^' Px Pr"^ Pz 

et de même 

^^ Px Py-^ Pz ' 

P' ^E^x'-h^y-^ ^z. 

, ^ Px Py^ Pz 

Il résulte de la comparaison des formules (3) et (4) que 
(5) cosa=— > cos/3 = — j cos7=— > 

Px Py pz 

d'où 

(«) ©■- ©'-©'=■ 

pour l'équation du lieu cherché, qui est ainsi un ellipsoïde pour lequel 
les pressions correspondant à trois éléments rectangulaires forment un 
système de diamètres conjugués. 

6. Nous allons maintenant démontrer que la pression sur un élément 
plan au point M coïncidant avec l'un ou l'autre des trois plans princi^ 
paux de V ellipsoïde lui est normale. A cet effet, supposons que l'on oriente 
les axes O^, Oy, Oz de manière que Mo?', My, M2' coïncident avec les 
axes principaux et soient P, P', P'' ce que deviennent/?^, py, p^. Nous 
avons d'abord 
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Su^MKoits P^ > P- > F*- : U première de ces oqiwirkwns evw^^ <|ite 
p^y = o, p^ := o et les deux autres que p^ nr o : de sorte <pK^ M^" ^ 
My, M^ doîvent coiacider avec Ox, 0^,05, ce qui dên^onlre U j>«\>- 
positioQ éncmoée. Les pressions F, P\ P*, dirî^iêessiiu^nt ïes4ivc^|M^n 
cipaux de i^ellipscMde, ont reçu le nom de pressions principaies. 

7. Déiermination des pressions principales, — En 5H|>j>osAnl p V. 
on a 

[b] p^=Pcosz, f^^PcosS, />. = ci>sy, 

et les équations Ci) deviennent, en éliminant les cosinits, 

PJP:rx - P) -H PxyPr "^ /^r/>. = O, 
ÏO) { Py [Prr - P) -+- PyxPjc -+- Pr^Pz = ^' 

A^'z [Pzz - P ) H- />x./>l -+- /V^/^ = O ; 
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n' n 

d'où, par l'élimination des rapports^? ^> 

rZ Jr z 

( - {PxxPnPzz + -i-PxrPxzPiz - PxxPyz — PnPlz - PttP ly) = o, 

I 

équation du troisième degré dont les racines seront les valeurs des 
pressions principales, P, P', P". Si cette équation a des racines néga- 
tives, chacune d'elles correspondra à une traction. 

Avant d'aller plus loin, nous ferons remarquer que, d'après l'é- 
quation précédente, on a 

1 P^^Pyr'^P^:^Pzz-^PyyPzz-ply--p'yz-^Pl. = '^^'^'^^''-^'^''^'' 



Les équations [b) et (lo) donnent 

P cosa (/?^.Y— P) -I- p^V cos|3 -^p^z^ cosy = o, 
Vcos^[pyy — P) -|-/?^j.Pcosa-h/7^.^Pcosy = o, 
P cosy (/?„ — P) -f- Pxz^ cosa -hpyz^ cos/3 = o, 

et les dernières feront connaître les angles que forment, avec Oor, 
Oy, Oz, les axes principaux correspondant aux valeurs P, P', F' de P. 
Nous pouvons donc supposer maintenant que l'ellipsoïde est rap- 
porté à ses axes principaux ou qu'il est représenté par 

(-) (?)V(f)"-(p)='- 

Remarque, — Comme nous avons maintenant jd-i.^ = P, ^^=P\ 
Pzt=^'\pj:y=o, p^^ = Oy py^=Oy l'équation (3') du n^ 3 donne, pour 
la composante normale de la pression p\ 

{y) K = p cos^a -I- Fcos^^ -h P''cos^y. 

Portons sur la normale, à partir du point G, une longueur 

G«=-7J=, 
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en prenant le signe -h ou le signe — selon que p\^ est positif ou né- 
gatif ; si nous désignons par a?, j, z les coordonnées du point /i, fé- 
quation précédente devient 

Par^ + Py-hP"s^ = ±:i, 

et représente une surface du second degré à laquelle nous ne croyons 
pas devoir nous arrêter. 

8. Orientation d'un élément plan soumis à une pression dont la direc- 
tion est donnée. — Soit/?' la pression dont il s'agit. L'équation du plan 
auquel appartient Télément est 

(i3) ^cosa -hj'COslS -Hz cosY = o. 

Par suite de l'égalité des composantes réciproques, on a 

(i4) Pcosa = />^, 7cos|3=/>^, zcosy = p^, 

de sorte que l'équation du plan devient 

Donc le plan de r élément est parallèle au plan tangent à la surface du 
second degré 

mené au point ou la direction de la pression vient la rencontrer, k étant 
une constante quelconque. 

Des formules (3") et (i4) on déduit 






en désignant maintenant par a?, y^ z les coordonnées du point de 
Tellipsoïde des pressions déterminé par la direction de/?'. 
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Lorsque les pressions principales sont de même signe ou sont trois 
pressions proprement dites ou trois tractions, la surface (16) est un 
ellipsoïde et/?' est de même nature que les pressions principales. Dans 
le cas où ces dernières sont égales, les ellipsoïdes (12) et (16) devien- 
nent des sphères; toutes les pressions sont égales et normales aux élé- 
ments correspondants. 

Lorsque Tune des pressions principales est de signe contraire aux 
deux autres, la surface (16) représente deux hyperboloïdes, Tunà une 
nappe et l'autre à deux nappes. Si la direction de /?' rencontre le 
premier, cette pression est de même nature que les deux pressions 
principales de même signe ; le contraire a lieu si la direction de /?' ren- 
contre le second hyperboloïde. Le passage de Tune à l'autre nature 
des pressions a lieu sur le cône asymptotique 

— -4- i— -4- — — o 
p "^ p/ "^ p/' *''» 

ce qui, d'après la formule (c), exprime que la composante normale de 
la pression p' est nulle; cette pression est donc dirigée suivant la gé- 
nératrice du cône qui passe par l'élément qui lui correspond, d'où le 
nom de cône de glissement donné au cône asymptotique. 

Supposons que l'une des pressions principales P" soit nulle; l'élé- 
ment plan en M perpendiculaire à M:; n'est soumis à aucune pression 
et, de l'égalité des composantes normales réciproques, on déduit que le 
plan de l'élément ci-dessus contiendra les pressions exercées sur tous 

les éléments superficiels passant par M. L'expression h^ = |^> dans 

Téquation (12), se présente sous la forme -; pour en avoir la valeiu', il 

suffit de remonter aux équations (i4)» et on reconnaît qu'elle repré- 
sente le cosinus de l'angle y que forme la normale à l'élément dtù' 
avec l'axe Mz. L'équation dont il s'agit devient 



X^ yi 



(12') ÏÏ2 H" pr2 =sin=7, 

et ' l'on voit que les pressions sur tous les éléments plans apparte- 
nant à un cône de révolution autour de M^, dont la demi-ouverture 
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est y, sont les demi-diamètres d'une ellipse dont les deuii-axes sont 
-. — y 4— • L'équation (i5) du plan û?a)' devient 

siDY siny v / r 

(i5') x^ -+-7p7 -H 5 cosy = o, 

dont la trace sur le plan xMy est tangente à la courbe dont l'équation 
est 

•(i6') Ç+Ç^=±k\ 

au point où cette courbe est rencontrée par la direction de p'. L'équa- 
tion (i6') est celle d'une ellipse si P et P' sont de même signé, et, dans 
le cas contraire, de deux hyperboles équilatères conjuguées dont les 
asymptotes remplacent le cône de glissement. 

Supposons maintenant que deux pressions principales P' etP" soient 
nulles. Toutes les pressions auront la direction P, et, pour déterminer 
la pression p' sur la normale N', le théorème de l'égalité des compo- 
. santés normales réciproques nous donnera 

/?' = Pcos(P, N'). 

9. Équations de V équilibre intérieur en coordonnées cylindriques. — 
Concevons que le corps soit divisé en éléments par trois séries de sur- 
faces orthogonales : la première composée de cylindres circulaires 
ayant le même axe OZ; la seconde de plans perpendiculaires à cet 
axe, et la troisième de plans passant par le même axe. 

Soient [Jig. i) 

z la distance du point C, où un plan CAA| de la deuxième série coupe 

l'axe OZ, à un point fixe O de cet axe; 
ô l'angle que forme un plan quelconque OCA de la troisième série avec 

un plan fixe de cette série ; 
/• = CA le rayon d'un cylindre de révolution autour de OZ. 

Les grandeurs z, 6, r déterminent les trois surfaces orthogonales, 
par suite leur intersection A dont elles sont les coordonnées. 
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Soient de plus 

dB = ACA| laccroissement infiniment petit de 6, AA| étant l'élément de 

cercle de rayon r ; 
liB| l'arc de cercle du même centre, de rayon r-hdr^ ce qui suppose 

AB = A,B, ==r/r. 

Concevons maintenant un plan C'A' A, parallèle à CAA,, et qui en 

Fig. I. 




soit distant de CC = dz'^ nous déterminerons ainsi un élément de vo- 
lume dont la masse est Ddrdzrdô. 
Soient 

Ar le prolongement de CA; 

At la portion de la perpendiculaire à cette droite située dans le plan 

CAA| , qui rencontre CA, ; 
AiT,, A, ^4 les positions que prennent Ar, A^ en supposant que CA 

tourne de dô ; 
A s la parallèle en A à OZ; 
T, R, Z les composantes suivant A^, Ar, A 5 de l'accélération de force 

extérieure qui sollicite la masse D.drdz.rdôj 

Ptt* Ptrf Ptz ( les composantes suivant j AA'BB' ^^^drdz^ 

Prt, Prrf frz { A/, At, As \ AA, A' A, = rrfÔ rfc, 

Pzt^ Pzi't Pzz f de la pression exercée sur les faces ) AA,BB, ^=rdOdry 
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en donnant ainsi de l'extension au système de notations du n** 2, ce 
qui permet d'intervertir l'ordre des lettres des indices. 

Il est bon de remarquer, avant d'aller plus loin, que si une force F 
est dirigée suivant A|/|, ses projections sur A/ et Ar sont respective- 
ment F et — Fdô, et que si F est dirigé suivant A|r,, ses projections 
sur les mêmes directions sont F dO et F. 

Cela posé, sur les faces opposées AA'BB', A, A',B|B'^ s'exercent res- 
pectivement les pressions élémentaires 

qui se j _ ^^ ^^ jQ d^ 3„i^^„j ^^ 
réduisent > ^ 



drdzpfg suivant 


kt 


-drdz[p,,-^^d&) 


» 


A,/, 


drdzpcr 


» 


kr 


-drdz(p,^^'-^dQ) 


» 


A,r, 


drdzp,^^ 


» 


kz 


-drdz{p,.+ '-^de) 


» 


kz 



à ) drdzdOptt » Ar 

<î"i.«^ ) -drdzdQ^ ,, Ar 
réduisent > "^ 

à ) — drdzdOpir » A/ 

qui se 1 
réduisent > — drdzdô -^ » \z 

a ] 



Pour les deux autres couples de faces, les pressions semblables 
ont la même direction et chaque couple ne donne qu'une seule 
résultante. 

On a, pour la face AA,A'A', et son opposée. 



rdO dzp 
— dôdrl rp 



drprr j \ = -î/rrfz£/ô (^/>^,-f-r^'j suivant Ar, 

dr ) ) 

rdQdzdprt j ^ 

-dQdr{rp^,^'j^dr)\--'''''^'''\P''^'-^) '' ^'' 

rd^dzpr^ \ [ d \ 

I do \ } = — dr dz d$ ( Pr- -{- r -§^] » kz. 

- dQ dz{rp„+ r-^) \ V^'^- drj 
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Enfin on trouve facilement, pour le troisième couple de faces, 

— rdO dz dr-fy^ suivant Az, 

az 

-rcKdzdr'^ » A/, 

dz 

— rdOdzdr^-fy^ ^ Ar. 

az 

Si maintenant, pour chacune des trois directions considérées, on 
fait la somme des composantes des pressions élémentaires et de la pro- 
jection correspondante de la force extérieure, on trouve, pour les équa- 
tions cherchées, 

df),.r ^ I dprt , dprz , f rr — Ptt __ tjt^ 



dr r d^ dz r ' 

■'>' \ l'-d^^^dF-^-d^-^lP^' -1)1, 

dz ^ r ./O ^ dr ^ r ^'^ " ^^^' 

10. Equations de V équilibre intérieur en coordonnées sphériques. — 
Concevons que le corps soit divisé en éléments de volume par trois 
séries de surfaces orthogonales : la première formée de sphères ayant 
pour centre commun l'origine O; la seconde, de cônes de révolution 
ayant pour axe une droite fixe Oz ; la troisième, de plans menés par 
cette droite. 

Soient A {/ig» 2) l'intersection de trois de ces surfaces; r=OA le 
rayon de la sphère; 9 la demi-owvcrture AOZ du cône, ou la colati- 
tude; ^ la longitude ou l'angle formé par le plan ZOA, avec un plan 
fixe ZOX. 

En faisant varier : i^ r de c^r, nous obtiendrons le point B ; 2" ô de dO, 
les points A et B viendront en A', B'; 3** ^ de ^4'» ^^s points A, B, A', B' 
viendront en A|, B,, A^, B', . 

La masse de Télémcnt de volume AA, AA',,BB'B,B'^ a pour expres- 
sion 

( a ! D dr . r sin dO dl ; 
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comme AA| = rsinôrf^, on a, pour Tangle AOA| 
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b] 



de = sinô^ij/. 



Soient Ar le prolongement de OA; At la portion de la tangente au 
parallèle dirigée dans le sens de Taccroissemenl de vj;; A w la partie de 



Fig. 2. 



y 




ix 



I, 

I I 

/ I 

/ 1 

/ 

■' ; 



/««»( 



/ 



m, 



/r, \k 



im 



la méridienne dirigée vers l'équateur XOY; R, M/f les composantes 
de Faccélération de la force extérieure qui agit en A, estimées resperti- 
Tcment suivant les axes auxiliaires Ar, Am, \t; A,/7t,t A|/, les équi- 
valents de A/71, A/ pour le point A, ; A'm\ A Y les droites semblables 
rebtivesau point A'; I Tintersection sur OZ des directions de A/71, A^m^. 
On reconnaît facilement que 

c Al A, = -^ = cos5</v. 

Al 

i cos\m,t^ =cos 90^— AlA, -: — cos$rfi. 

Cdaposé. nous avons, pour les résultantes des pression!^ élémentaires 
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Eïi égalant respectivement à zéro la somme des composantes des 
pressions élémentaires estimées suivant Ar, Am, kt ajoutée à la compo- 
sante de la force extérieure, il vient 



dr' "^ rsinôl^ d^ ^ d^ ) ' " 7 — ^^y 

dr rsinO\ dl ^^ J ^ 

Telles sont les équations qu'il s'agissait d'établir et que Ton peut 
mettre encore sous la forme suivante : 

dprr l (dPmr J_ dpri \ 'XPrr ' Pmm —Ptt -H Pmr CO tQ _ yvp 

dr '^ r\ d^ "^ sinO d^ ) '^ ~ r — — Jm, 

/ _x . (ipmr , ^ (dpmm , ' dp„,t \ ^Pmr-^ (P mm ~ Pu) COi^ _ niiX 



dptr , ^(dptnt , I ^;?« \ , 3/?;.; -4- :?/>,,;, COI6 



_[ f dptni i_ dpu \ 

r\d^ sin d^ ) 



dr r\ d^ sinO d^ / r 



= DT. 



§ III. — Équations générales dr l'équilibre intérieur 

d'un corps élastique isotrope. 

11. Sommations qui représentent les composantes des pressions, — 
Soient Qx, Oy, Oz trois axes coordonnés rectangulaires, G le centre 
de gravité d'un élément superficiel ab = d^à compris dans un corps 
homogène et dont le plan est perpendiculaire à l'un des trois axes ci- 
dessus, à Oz si Ton veut, pour fixer les idées. 

Pour nous, une molécule m sera située au-dessous du plan de rfw, 
quand sa coordonnée parallèle à Oz sera inférieure à celle de G. 

Désignons par m' une molécule située au-dessus de ab, telle que la 
droite mm' ^= r traverse rfw, et par mm'f[r) l'action moléculaire exer- 
cée par m sur m'. 

Considérons d'abord des couples de molécules /w, m' comprises dans 
un cylindre ayant pour base d^ù et dont les génératrices aient une di- 
rection déterminée. 



« « 
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Si nous admettons d'abord que r reste constant, nous aurons la 

résultante 

mf{r]Y)d'j}rcosir^ c), 

et il faudra faire la somme de toutes les expressions semblables, en 

faisant varier r depuis o jusqu'au rayon de la sphère d'activité. 

Nous avons donc parallèlement à l'axe des x la composante de la 

pression 

^^^= DSom/w/V)rcos(r, z) cos(r, a?). 

La somme est relative à toutes les orientations d'un rayon partant 
de G, mais situé au-dessus de rfot); mais cettesomme est la moitié de 
celle que l'on obtiendrait en faisant tourner le rayon r dans tous les 
sens autour de G. En nous plaçant à ce nouveau point de vue, nous 
aurons 

/7-^= — Som/7i/(r)rcos(r, z)cos(r, a:), 

et de même 

(1; \ o 

p^y = - Som/w/(r)/ cos(r, 5) cos(r,y), 

Pzz = — Som/w/(r)rcos*(r, z). 

D'après le mode de raisonnement que nous avons adopté, on voit 
que les choses se passent comme ai, toutes les molécules m se trouvant 
placées en G, les molécules m! rayonnaient autour de ce point. 

Soient a;, j, z les coordonnées du point G, a? -f- Â,y -h i, z -f- /celles 
d'une molécule quelconque située dans la sphère d'adtivitédece point. 
Nous a ons 

cos(r,^) rir ^, cos(r, j) -^^ -^> cos(r, z) = y 
et, en posant (p{r) = ^^—1, les formules (i) deviennent 

p^j.= — Som m (p{r)lh, 

(2) ' p^y Sommç)(r)/^, 

Pzz= -Sommî)(r)/-. 



s 
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Ces expressions sont nulles lorsque le corps considéré est à l'état 
naturel, ce que nous supposerons dans ce qui suit. 

12. Expression des pressions en /onction des déplacements. — Admet- 
tons que, sous l'action de forces extérieures, le point G éprouve 
un déplacement dont nous représenterons par w, ç^, qp les projections 
sur Oj?, O/, O2. Nous ne conserverons que les premières puissances 
de ces déplacements et de leurs dérivées partielles. L'élément de volume 
dx dy dz est devenu 

(rfa? + diL)[dy -\- dv){dz -hdw) = dxdydz[\ -+- ^ + ^ 4- -^^ 

La dilatation cubique est ainsi 

, ^ . du d\^ dw 

(^) ^^d^-^Ty-^-d^' 

I^a densité dans la sphère d'activité de G est devenue 

tr\ T\' ^ T\{ du dv dz\ 

Soient $A, âk, c?/, $r les variations éprouvées par A, k, /, r. Nous au- 
rons, par exemple, 

/?„= ^ Somm(f{r -{- $r){l -h ^l){h -{- U) 

D' D 

= -7-Som/n(p(r)/AH — Som/w[y'(r)/AJr-i- ç(r)/d^A -f- (p{r)h&/]. 

Or le premier terme de cette expression est nul avec les termes en d ; 
il vient donc 

Pzx= —Somm[(p'{r)lh&r-hf{r){l8h -h h 81)], 
et de même 
' p,,. = -Somm\(p'{r)lk8r -h <p{r){l^i -+- k&l)], 

p.^ == — Som/7i[y'(r)/^ $r -f- 2(p(r)/$/J. 



Mais âh noiamuMetài ri>st ktiir^ cii0>vr qœ TaoirTOÛâeiDeQt que prend u 
qiiîind on y remplac*? z . v. r j^r x — A. v — i. r — /: nous aTons donc 



y M du . du . du . 

djc dr dz 

^l de même 

^ » d* m d^' m €^I' j 

Oit = ;j-A — :7-ir— -5-/, 

</.r <iv dr 



I /• 



I 



• / d^X , //•* . d^' m 

du dv dr 



et en6n 



or = — 

r 



\ji 



rL dju dv dz 



, , du </w' , -^ du dv . ... ^i- €/«• .1 

-'^^•' 5;: -" 5ï '-^« 5j - ^ >^ *^< rfi - ;rf7 ij- 

Concevons que l'on substitue la valeur 7 dans les formules (5> 

1 1 .g*. g. ^. du du du dv « 

puis les valeurs (6) ; on fera ensuite sortir^ > ^j ^, 5~* ' " dessignes 

Som. Maïs le calcul se simplifie notablement si Ton remarque que : 
I® en raison de la symétrie, les sommes renfermant A, i,/ à des puis- 
sances impaires sont nulles, puisqu'elles doivent avoir la même valeur 
en changeant les signes de ces variables; o? d'après la troisième des 
équations (2), on a 

Som/w^ r P =z o; 
par suite, 

o = Sommy(r) A* = Soinmf[r,i^ = Soïnmrp{r)P =^Somm(p(r)r^ = o. 

Si l'on pose 

Som m ^^ hH^ = Somm ^— ^ hH^ = Somm ?^^ i'P = - - X, 

/• r r '2 

Sotnm '-^-^ A* = Somm ^-^— ^ X* = Somm ^-^— ^ /* = a, 

r r r 2 ^ 
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les quantités X et fx étant deux constantes spécifiques, on trouve 

^ [du dw\ 
/o\ \ fdv div\ 

f ^ /du dv\ div 

Il existe entre les constantes X et |x une relation qui résulte de ce 
que leurs valeurs sont indépendantes du choix des coordonnées. Soient 
en effet a, p, y les angles que forment avec Qz trois axes rectangu- 
laires Oaf ^ Oy, Oz\ K y k\ t les projections sur ces trois axes de la 

somme géométrique 7i -hk -h l; nous avons 

/= A'cosa -h X:'cos|3 -+- /'cosy, 



,a = 



\^ ) \ =: a(cos*a-t- cos*|3 -h cos*7) 

^ 4- 6X (cos* a cos^ |3 -h cos^ a cos* 7 H- cos^ fi cos* y ) . 

Or de 

cos^a -+- cos^p -+- cos^y — r 
on tire 

cos* a 4- cos*/5 -h cos* y r= i — 2 (cos^a cos*]3 -h cos^ a cos^ y -h cos^jS cos^ y) . 

En substituant cette valeur dans la valeur (8'), on trouve 

f;.-3X('); 
nous avons donc finalement 

^ /du di%'\ 

(9) \P'y=---\Tr^d:yy 

. /du dv Q di\'\ 

P" = ~^\dic^- dj'-^-^-dzr 



(') CeUe relation, établie par Caucliy, puis par Poisson, a élé conlesjtM' par 
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Par une permutation de lettres, on obtiendra les valeurs de />j.>p, 
Pyyy p^y, ct ï OU recounaîtra que les égalités p^^ = /?^^, . . . sont véri- 
fiées. 

13. Interprétation géométrique des formules qui représentent les pres- 
sions intérieures. — Supposons que Ton transporte les coordonnées 
parallèlement à elles-mêmes au point G {Jig 3). 

Si un point m primitivement situé sur Gz est venu en m,, on a 
A = o, A = o, et la troisième des formules (G) donne 

t/«^ 8/ G/nj — G m 

dz / G m 



dsv 



On voit ainsi pourquoi la dérivée ^ exprime une dilatation : nous re- 
présenterons cette dérivée partielle par c?^. 



Fig. 3. 




Les coordonnées de m,, parallèles à O^, Oj, O^, ont pourexpres- 



Lamé, qui, aux notations près, admet que X et [x sont indépendants. Mais les ex- 
périences récentes de M. KirchhoiT sur l'acier fondu et de M. Cornu sur le cristal 
onl démontré très nettement que la restriction de Lamé devait être mise de côté 
quand il s'agit de corps isotropes. 

Nous devons ajouter que des "expériences faites indépendamment les unes des 
autres au Conservatoire des Arts et Métiers sur la traction et à la Société indus- 
trielle de Mulhouse sur la torsion confirment le résultat ci-dessus. 
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sions 



/ 




V5 


èk j'- /, 




, dw . 
az 



Il résulte de là que, aux termes du second ordre près, on a, pour les 
équations de la normale matérielle primitive, après la déformation, 

/ , du ^ dv ^ 

(<o) X=;7Jb. >!=55Ç- 

Les coordonnées d'un point primitivement situé dans le plan de 
rélément rfw ont pour valeurs, après la déformation, 

/ — h -^ ^h — h -^ — h -^ -^ k, 
'" dx dv 

r^' = k -\- ^h = k -{- -^ h -^^ ^ k, 

dx dv 

« 

^ dx dy 

d'où 

^, div , div , 

pour l'équation du plan dans lequel se trouvaient primitivement les 
points matériels contenus dans don. 

I^s équations de la normale GN à ce plan sont 

, . , dw y, , dw y^, 

Portons, à partir de G, sur les directions de G/w, et de GN des lon- 
gueurs GN', GN égales à l'unité; l'élément NN' mesurera le glissement^ 
c'est-k-dire l'angle compris sous la normale matérielle déformée et la 
normale à l'élément matériel déformé rfw. Désignons par y. ce glisse- 

42 
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nient et par 7.^. sa projection sur Taxe des œ; nous avons 

d'où 

du dw 

iVaprès les considérations ci-dessus, on peut donc écrire 

Pjt) = — ^Vjt? • 

IK^ ct^s iviuùous on dikiait 

V.., 'ï'. ■/..--«?. 7,= = -^- 

IH^ la pi\Muiôiv do ces formules» il résulte que la somme de /i^^., />,,, 
fà .'h| uidopoiuiaiUe île runentation des axes coordonnés et qu'elle 
0^1, iMr HUitt\ é^uK' a lu sonuuedes pressions principales. 

I i. ^^^/vv^^«>/4 (/<^ /d dUniaiion suiyani une direction donnée. — 

UN, UN I ^i' 'v^^ diiXHtious des trois juressions principales P, F^P*: 
4, /i. y Iv^^ aUiiUv^ 4ue fm^ie une droite Gs avec ces trois axes: 
U.4 , U V vl\^u\ \liH»UoH ixHiai^ubires perpendiculaires à G s. 



* . 
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D*après la première des équations (12) el réquatioo 3' du u* 7. 
on a 

P:s = - K^x-^ K-^ 3^^) = Pcos*a -h Fcos^^ ^ P'cos'v. 

D*a31eurs, la première des équations ( 1 3 ) donne 

d'où Ton^ déduit 

:i4) d,= ^ ^. 

Cette valeur peut se mettre sous la forme suivante : 

. P-f-P' (P — P')C05»«-H(P'— P')cos»3 

*'= ~Tk n ^- 

Soient P> o, P > F> F"; on voit que d^ est minimum pour at = o, 
^ = go**, c'est-à-dire pour la direction de la plus petite pression prin- 
cipale. On reconnaîtra de la même manière que le maximum de ^- 
correspond à la direction de la plus grande pression principale. 

Si nous portons sur la direction de Gz une longueur G/i = ■ » 

en prenant le signe -h ou le signe — selon que la dilatation est posi- 
tive ou négative, el sia:,^, z sont les coordonnées du point /i, on a 



cosa = v^db ô-.o:, cos]3 = y ± d^^. v, cosy = \± S^, z, 
et l'équation ^i4) devient 

d'où pour l'équation du lieu des points n 

a;»(F4-F') 4-7^(P 4- F') 4- 5^(P -h F) = ±: 2X. 

Si, par exemple, on a P > o, P > P'> F', il faudra prendre le signe 
dans le second membre. 

15. Du travail développé par les forces élastiques . -- En négligeant les 



/ 



/ 
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puissances des déplacements, supérieures à la seconde, le travail total 
(les actions mutuelles des molécules m! et m" est 

Le travail de toutes les actions mutuelles relatives à m' sera, par suite. 



m'Somnr[/r fir^/r'^^ 



le signe Som s'étendant à toutes les molécules de la sphère d'activité 
de m\ Si Ton fart la somme des quantités analogues pour toutes les 
molécules du corps, le travail de chaque couple d'actions mutuelles 
s'y trouvera répété deux fois, de sorte qu'il suffira, pour obtenir le 
résultat cherché, de faire la somme des expressions 



tn 
3 



Somm'[/ rôr^/r,^] 



pour tous les éléments matériels du corps. 

Remplaçons maintenant or par sa valeur '7' en y introduisant, pour 
simplifier, les notations du numéro précédent; puis supprimons, 
après la substitution, tous les termes renfermant A, i, / à des puis- 
sances impaires, qui sont nuls en raison de la symétrie, et en nous 
rappelant que 



o: 

r r r 



nt)UH lrouvoiH>ns 



I 

I 



Il e?il e\iilont que Ton doit avoir entre Som— ^A' et Souv-^^hrkr 
la mémo relation ipiVutn^ tt et X, c'esl-iHiîre que la première île ces 
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sommes est triple de l'aulre, de sorte qu'il vient 

Si, comme au n** 11, on pose "^-^ = (p{r)^ il vient 

Somm'^A^*^ =Somm"'^^hH' -hSom?l^^A^P; 

or, on a 

Sçxn m^^-^ h^ k^ = — ^> 
/• D 

Som/w"9(r)A^ = Somm''(f{r)k^ = Somm"<p(r) P = o, 
puis 

= -Somçfr)/*- lSomm"îiÇl/'=-iSoin^/*. 

Or, comme le premier membre de cette triple égalité est égal à six 
fois la valeur absolue du dernier, il s'ensuit que 

* Som/n"<p(r) — ^-==0. 
L'expression (a) devient, par suite, 

et, en y faisant m' ^=ïi.dx(fydz^ il vient, pour le travail cherché. 



On peut mettre cette équation sous une autre forme en remplaçant 
d'abord A, $>„ d^^, d^^, 7^^, y^^, y^^ par leurs valeurs déduites des for- 
mules (12) et (i3) ; puis, en remarquant que, d'après le n® 7, on a, en 
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coRtinuant à désigner par P, P', P" les pressions principales, 

Pxx + Py, +/>«= P + P' + P", 

P^^Pyr + PnP» + /'«/'xx - Ply - P\: - A»*, = PP'-h FP" H- PP* 
On trouve ainsi 

(i5) e = - ^ r/Yr(P-i-P'-i-P')»-|(PP'-i-PT'+PP')]</xrfr<'3. 

16. Équations de Véquilibre intérieur de l'jilasticité en coordonnées 
rectilignes. — En substituant dans les équations (i) du n** 5 les ex- 
pressions (9) et celles qui en dérivent pour les deux autres axes, on 
a, en continuant à représenter par A la dilatation cubique, 

d^ {Pu d^u (Pu DX 



^dx'^ dx^ "^ dy^ '^ dz^ '^ X ""^' 
, ^v , dl d^v d^v d^v DY 

d^ d^w d}sv d*iv DZ 

pour les équations aux différentielles partielles» qui donneront w, t\ «• 
en fonction des coordonnées. Si X, Y, Z sont des fonctions de ces 
coordonnées, on les estimera, vu la petitesse des déplacements, comme 
si le corps n'avait pas éprouvé de déformation. 

Soient S = o l'équation de la surfiice; /?' la pression extérieure 
exercée au point (a?, y, z) de cette surface et qui est une fonction des 
coordonnées de ce point; a, ]3, y les angles formés par la normale 
en ce point avec Ox^ Oy, Oz. En posant 



dS* ^ 
dy^ "^ dz* 

on a 



V dx^ 



i dS ^ I cB i dS 

cosa = - -r-> cosp = - -j-, cosv = - -j-, 
ai dx * '^ dy * 9 dz 

et les équations (3) du n** 4 donnent pour les conditions relatives à la 
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surface 

/ ds ds ds 

. . , , ds ds ds 

(•7) yPr^P^rdi^P^^l^^P'^Tz' 

, ds ds ds 

^P^=P---di^Py-Ty'^P--Tz' 

équations dans lesquelles on devra remplacer p^xy Pxy% • • P^r leurs 
valeurs en fonction des déplacements. 

Les équations (i6) donnent celles du mouvement vibratoire en y 

remplaçant respectivement X, Y, Z par X— -^> Y — ^> Z— -^j 
et Ton a • 

c?A d^u d}u d^u I^/v ^"\_- 
d^'^dP'^dyi'^dz^'^ TV^ ^ 'WJ - ^' 

f Qv ] dt^ d^v d*v d^v D/^ d}v\ 



2 



d^ d^w d^iv d}iv 
2 



dz dx*" dy^ dz 

En ajoutant ces équations après les avoir différenïiées respectivement 
par rapport à a;, ^, z, on trouve 






rfZ\ 



Si le corps n'est sollicité par aucune force extérieure, s'il est soumis 
à des forces constantes en grandeur et en direction, ou s'il est en gé- 
néral sollicité par des forces satisfaisant à la condition 



d\ dY dZ 



dx ' dy dz ' 

comme cela a lieu pour les attractions ou répulsions émanant de centres 
fixes, l'équation (19) se réduit à la suivante : 

. s û[*A__n/ç^ >A e/»A\ 

^^^^ • c/^« ■" D \dx^ '^ dy^ "^ W^y 

équation de la même forme que celle de l'Hydrodynamique. 
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Supposons que le corps soit sollicité par plusieurs groupes de forc( 
(i). [s'}, {s") et que les pressions sur sa surface forment êgalemeid 
difierents groupes (s), (a'), (s"}, . , ., en nombre égal aux précédenla 
en complétant, s'il y a lieu, par des zéros le système de groupes I 
moins nombreux. Leséqualions de l'équilibre intérieur ou du niouvc 
ment et celles qui sont relatives à la surface étant linéaires en (/, c. «•, 
il est clair que, si l'on satisfait à ces équations en combinant deux it 
deux les groupes [s) et [a), la solution du problème s'obtiendra eu 
faisant la somme des u, v, iv obtenus de cetle manière. 

Il résulte de là que, si des forces produisent simultanèm-'nt une 
Iraction ou une compression, une torsion et une Qexlon, il sufBrsi 
d'étudier en particulier cliacune des déformations, comme si elle s 
jtroduisait indépendamment des autres. 

Les équations des petits mouvements, déduites des équations (i8)j 
peuvent aussi se mettre sous la forme suivante, qui nous sera utile plw 
loin : 



„rfA 



d (du 



dv\ 



d fd'.V. 



dn\ 



(.8') 



dy\df dj:J 

d_(dv _ dxv\ 

' di\dz dy) 

du\ 



' A-' de* 



' dxKdjc'' 



d_/du 
dx\dy 

d_(dv 

' dy[d= - 



dxv\ 
dy) 



1 posant 



■ k^- 



17. Communication du mouvement vibratoire dans un milieu indéfini 
en tous sens. — Considérons, dans le milieu censé en équilibre, unt' 
splièred'un très petit rayon, mais renfermant néanmoins un assfz grand 
nombre de molécules. Si l'on déplace ces molécules de la même 
manière autour du centre C de la sphère et qu'on les abandonne en- 
.suite à elles-mêmes, elles entreront en vibrations; ces vibrations 
communiqueront, successivement à toute la masse et les molécule-s 
.situées sur une sphère d'un rayon quelconque, ayant C pour centre, 
seront, au bout d'un certain temps, animées d'un même mouvemeut 
vibratoire. Ces surfaces sphériques successives sont des ondes et leur 
centre commun est le centre d'ébranlement. 



m 
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Chaque déplacement vibratoire sur la surface de l'onde peut être 
considéré comme résultant d'un déplacement radial et d'un déplace- 
ment tangentiel. 

Nous admettrons que la vitesse de propagation du mouvement 
d'une onde à une autre est constante, sans que pour cela elle ait la 
même valeur pour les vibrations radiales et les vibrations tangentiel les. 

A une grande distance du centre d'ébranlement, et sur une étendue 
restreinte, on peut substituer à chaque sphère, en suivant le même 
rayon, son plan tangent, ou ce que nous appellerons une onde plane. 
On est ainsi conduit à considérer une succession d'ondes planes paralr 
lèles. 

Soient 

xOy le plan de l'une de ces ondes; 

T la durée d'une vibration complète normale qui est censéç la même 
pour toutes les ondes; 

V la vitesse de propagation du mouvement d'une onde à une autre, qui 
est également censée constante; 

Wq le déplacement des molécules de^rOj; 

t le temps mesuré à partir du moment où (p^o "atteint son maximum ou 

son minimum ; 
A une constante. 

Nous pouvons poser 

M^o = A COS -^ . 

En désignant par w le déplacement des molécules de l'onde plane 
définie par l'ordonnée s, correspondant au temps /, et remarquant que 

le mouvement de ces molécules est en retard de ^ sur le mouvement 
précédent, nous aurons 

(21) w = Plco^yU — ^ 

Il s'agit maintenant de savoir si cette valeur et les conditions m = o, 

V = satisfont aux équations (18'). Les deux premières qui se résument 
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en -= — -j- = o, , , sont satisfaites. La troisième donne 
axaz dydz 

d'où, en vertu de la valeur (21 ), 

(22) V=:^V^3. 

Considérons maintenant le mouvement vibratoire parallèle à Ox 
.dans le plan de Tonde; nous aurons, comme dans le cas précédent, en 
accentuant les lettres, 

(23) w = A'cos^u — ~V 

Nous remarquerons que, tlans ce mode de vibrations, la dilatation 
cubique À est nulle, et que, par suite, la densité du milieu n'éprouve 
aucune variation. 

La seconde et la troisième des équations (18') sont satisfaites par la 
valeur (23) et par ç' = o, çv=^o. La première se réduit à 

d^u I d^u 

dz^ ~ 7^ 'di}' 
d'où / 

(24) T=k, 

On voit ainsi que la constante k représente la vitesse de la propagation 
du mouvement vibratoire dans le plan de Tonde. 

18. Équations de Véquilihre d*élasticité en coordonnées cylindriques. 
— Soient 

OX, OY, OZ trois axes rectangulaires ; 

r la distance d'un point A du corps à l'état naturel à Taxe OZ; 
Ô Tangle formé par le plan ZOA avec le plan fixe ZOX ; 
z l'ordonnée de A parallèle à Oz ; 
A rie prolongement de OA; 

At la partie de la perpendiculaire à OA dirigée dans le sens de Tac- 
croissement de 6 ; 
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U, V, W les composantes suivant A r. A/, A z du déplacement du point A, 
résultant de la déformation du corps sous Taction de forces exté- 
rieures. 

Considérons le point A en projection sur le plan XOY, et soient 

Oa: et Oy deux axes auxiliaires, le premier étant dirigé suivant OA et 

le second étant parallèle à O/ ; 
U 4- rfU, V 4- dV les déplacements d'un point A', infiniment voisin de A, 

suivant la direction OA'a?' de OA' et sa perpendiculaire Oy en O ; 
r -^ dr^=: OA', Q -\- dO les coordonnées de A' dans le plan XOY. 

Les déplacements U 4- rfU, V -+- dV donnent les composantes 

U-l-t/U- Vt/9 ...Oo:, 
V-l-rfV-l-Urf5 ... Oj. 

Le déplacement relatif de A' par A a ainsi pour composantes 

du = dl] -YdO ... Ox, 
d{^ =dY -{-UdO . ..Oy. 

Si un point m situé en A se déplace de dr suivant OA , on a 

si le même poirif subit le déplacement dy = rd6 autour de Oz, on a 



et, par suite, 



(^ I dr 

dy r dy 

I du dU dv d\ U dw dW* 



(25) 



dx dr dy r d^ r dz dz ^ 

div d^ _dW dV 
dy '^ dz "^ rd^ '^ dz' 

du div dU dW 



dz ' dx dz dr 

dv du _ d\ £ e/U V 



dx dy dr r d^ r 



I r 
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La dOatation cubique a pour valeur 



^ 



. du dv div 

dx dy dz 



I dr\} dS dW 
r dr r d^ dz 



cHi a ckmc, pour les composantes des pressions, 



(27) 



'rr 



-X A-h 



dU 
dr 



„. = _x[..î(u.-)] 



Ptz = 



Pu=- 



Pzr = - 



Prt=- 



»--=^) 



1/ ' ^^^ 



dz 



dz dr ] 



^($, 



\d^ 

r d^ 



y 



Les équations (17) du n*^ 9 donnent, par suite, 



^ > 



^dr"^ r db 



dr^ R 



o, 



(u8) 



Zdtk d-i ^ . T 
r d^^ dz dr^ k^ 



d^ 
dz 



I drr^ 
r dr 



\_di 

r d^ 



Z 



n posant, pour simplifier. 



i^)) 



1^1, roniino rl-donsns, 



^'^ dz 
dW 



i dW 

r db 

dU 
1^' 



r d^ 



S ~ f /VIft //r r 



dr 



y 

r 



1 



D 

X 



f_» 



THEORIE MATHEMATIQUE DE L ÉLASTICITÉ. 30'J 

Dans le cas d'un mouvement vibratoire, il faudra remplacer dans les 
formules R, T, Z par 



M 



dt' 



dt^ 



L'équivalent de l'équation (lo) du n® 16, dans le cas où elle est 
applicable, est ici, en se reportant à l'équation du mouvement de la 
chaleur en coordonnées cylindriques, 



(3o) 



rf*A 



é/*A 



^ dt' "■ \yvdr^ 



dA 
dr 



dA 
dz 



r d^^ 



19. Équations de V équilibre d'élasticité en coordonnées sphériques. — - 
Tout en nous reportant au n® 10, nous définirons de nouveau, pour 



Fig. 4. 





plus de clarté, les notations que nous avons adoptées, et que nous 
avons d'ailleurs à compléter. 
Soient (/^. 4) 



OZ ce que l'on peut appeler la ligne du pôle Z; 
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r et S le rayon vecteur et la colatitude d'un point A du corps à l'état 
nalurel; 

i|* la longitude de ce point, mesurée à partir d'un plan aziniutal ZOX. 
et dont l'acrroisseinent est censé avoir lieu de la gauche vers la 
droite; 

O^ la projection de OA, sur le plan deTéquatetir XOY; 

\x le prolongement de 0\ ; 

Am la portion de la méridienne dirigée vers l'équateur; 

Aï la portion de la tangente au parallèle dirigée dans le sens de l'ac- 
croissement rfi^; 

():r, O^, O; trois axes auxiliaires rectangulaires dont l'origine est O. 
le premier étant dirigé suivant OA, les deux autres étant respective- 
ment parallèles à Am et Al; 

U, V, W les composantes, suivant Ox, Oy, Oa ou Ar, A m. Al, du dé- 
placement qu'éprouve le point A lorsque le corps est soumis à l'ac- 
tion de forces extérieures. 

Ce déplacement a ainsi pour composantes 

( Usine 4- Vcosô suivant O/. 



(«) 



1 Ucos9 — Vsin5 



OZ. 
Os. 



Considérons un point A' infiniment voisin de A, pour lequel nous 
adopterons les notations précédentes, en nous bornant à en accentuer 
les lettres. Le déplacement de A' a pour composantes 

UsinS -!-Vcosô-l-rf(UsinS-|-Vcosfi) suivant Oy'. 
UcosÔ— ■Vsine-Hrf(UcosS — V sin5) « OZ, 
W -i- dW H Os', 

ou encore 



I Usine -^Vco5fl 4-rf[Usin5-t- Vcosfî) — W(/4- suivant Ox, 
UcosÔ-Vsin9 -i-rf(Ucosô- VsinÔ} « OZ, 

Vf ± dVf -h {V siaS -h \ cosS) di^ « = . 
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En vertu des formules {a) et (a'), on a, pour le déplacement relatif 
de A' par rapport à A , 

d{\] sin5 4- Vcos9) — Wrfvj; suivant O^, 
{b) \ rf(Ucosô-Vsine) » OZ, 

rfW-+-(Usin9-+-Vcose)e/(j; » Oz. 

Soient rfa, t/ç', ^/hp^ les composantes du déplacement relatif ci-dessus 
de A' par rapport à A, suivant Ox, Oy, Oz. 

Au moyen des formules (6), il est facile de former les expressions sui- 
vantes : 

du =dU -YdQ — WsmOdi^, 

(3i) ld{^ =dY -hVdO — Wcosed^, 

dw = dW-^ (U sinÔ -f- V cosô)di^. 

Soient maintenant F(r', 6\ ^') une fonction des coordonnées sphé- 
riques r', ô\ <p' correspondant aux coordonnées rectangulaires x^y^ z, 
et proposons-nous de déterminer les valeurs que prennent les dérivées 
partielles de cette fonction par rapport k x, y^ 5, lorsqu'on y suppose 
r^= r, 5'= 0, cj;' = vp. A cet effet, considérons un point m situé en A, 
et concevons qu'on lui fasse subir un déplacement infiniment petit, 
successivement dans les trois directions Ox^ Oy, Oz : 

1° Suwant Ox. Il est clair que Ton a 

« 

dr _^ d^ _ d^ 

dx ' dx ' dx ^ 

2^ Parallèlement à Oy, En prenant pour le déplacement dy le dé- 
placement rotatoire rdO autour de Oz^ on a 

c?6 I dr d^ 

dy r dy dy 

3® Parallèlement à Oz, Le déplacement dz peut être considéré 
comme égal au déplacement rotatoire rsïnQ dif autour de OZ, et il 
vient, par suite, 

d^ _ i d^ ^ ff? — 

dz rsinO dz ' dz 
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Il résulte de là que Ton a, pour les valeurs cherchées, 

. dF _dF dF _ j_€iF dF _ i dF 

^ ^ dx dr^ dy r d^^ dz rsinô d'^ 

En partant de là, les formules (a6) nous donneront, pour les dilata 
tions et glissements qui ont lieu en A, 

du _M 
dx dr 

d^ _ idW U 
dy ~~ r d^ r 



(33) 



-7- = . . ft ,, -f--(U-hVcot9); 

dv du_dW ^^__V 
dx dy dr r db r 

du div dU W dW 



dz dx rsin^d^ r dr 

dw dv I dS^ i ^ W ,^ 

dy dz r aô rsin6 d^ r ' 



on a, par suite, pour la dilatation cubique, 



^_du^ d^ div _ d\j i d\ dW 2U-hVcolO 



/o,\ ] d^ dy dz dr r d^ rsin^d^ r 

^ '^ ^ I dr^U I é/VsinO i dW 



/•* dr r5in6 ^6 r sin6 d'^ 



De cette dernière formule, on déduit 



dV 2V i_ efVsine i_ d\V 

\dr /• rsinô ^6 rsin6 d'^ 

£ ^ __ I dr^U __ V cote i_ dW 

r (^ r* dr r rsinô d^ 

i dW ^ i dr^V 1 ^A^sinO 

= a r 



rsinO d'^ r' dr rsin6 dii ' 
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oi) a ensuite, en se reportant aux formules (9) du n° 12, 



:iii 



Prr = Pxx=^l^'^ 






r rsin6 «0 



9. r/\V 



/•sinO fif^ 



• / 



Pmm^Pyy = X [a -|- y. ('^' -+- U 



M ' ,. ,.t dp 



2VrotO 






(3'.) \pn =/'«=>{'^-^7(iê^+^' + V»^°*^ 



= X(3A-+- 



sin6 dAf 
2U 2V 



/• 



. 2 é/r*-U 

H tOt& ; —7— 



2 r/ V sin 



ri 



/'siiiO dSS 



'rm 



P'ï=^ 



X [^ -4- if^" 



é/r 



^^' =^- = 4Ks"îî 



^ml = /^ z = 



W 



d^ 

sin 6 e/<j/ 

rV<rt sine rf-^ VYCOiuy. 



■5r J' 



Kn substituant ces valeurs «lans les équations (19) du n" 10, on 
trouve, toutes réductions faites. 



3« . ^ é/A . d - gs d\} 

I rf*U d^Yrsm^ d'rW . DRr'sinO 



sine d'^f^ 



drd^ 



(36). [ 



3sm9^^-sin0^^^ 



sin 6 



drd^ 
d^Wr 



= o, 



-f- 



é/»V 



I d'W 



rsinO d^^ r d^d^ 
3 d\ 2 d'V 



dr* 
i_ cotÔcTW 



DM r sine 



sine d'^ sine dr d^ 






-f-2 









/•sine 

W 

/•sin*e 



d^ l 



= o, 



-f-2 



coie^/W 1 é^W DTr 



/• <;«) 



/• c^^ 



= o. 



4i 
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Ces éqiialioris peiivcnl iMicore se nietlrc sous cette forme 



(37) 



/ „ , . -rfi d . ,/rfU d\r\ 
f 3r'sm5^^.4-^sin9(^^-^j 

si i'j— d\l _dr^ 
^ ^HsinB rf4. dr 

lo . .(/A , . . rf {d\r d\}\ 



dr\r\ 
dr ) 
dx , _^._„ d f d\r 
dr 
rf\Vsinfl\ DM/- 



^ rsinO di(\d'i, 
3 dlk 2 rf'U 



_ rfA 2_ rf'U ^ ^ / , _ rfV\ 

e rf^. sine (/rrf^ "•" /-siiiO rf'A '^ f^ ' 



L'équivalente de l'éqtiatjoo (20) du n" 16 dans le cas oi'i ell 
iipplicable v&\, eii se reportant à la tliéorie de lu chaleur, 

dl'' ~ D [/■ rf/-' "*" r' (/;.'' f^ 'f/ji "*■ ,■•(1-,!') dYX 
fil se rappelant qiie \x représenle co.s5. 



III. — De lv traction et de la compression 

u'ilN PRISME ou CYLINDRE. 

20. Nous rappellerons ijue. si l'on rej)rèst^iile par // la pres.sioii ^uv 
un élément superficiel dont la normale fait les angles a, (i, y avec les 
axes coordonnés Oj:, O^', Oz, on a 

f /)^ = />„cos« H-/j^cosj3 -l-/7^j,C0S7. 

( A ) < //,. — p^y cos|3 -I- pj-x cosa + pyc cosy, 

\ p'^ = p^^ cosy -t-/>„coso; + p„ cos|3. 

Lorsque les molécules d'un corps isotrope ne sont sollicitées par 
nucirne force extérieure, nous avons pour les équations de l'équilibre 
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intérieur, 

1 dx dy dz ' 

(VK\ ) dpy:, dpyy dpy:^ _ 

^■^ ^ dx- '^ dy '^ dz ~ ' 



dpzx ^ dpzy ^ dp--^ _ 



\ 



dx dy dz 



21. Traction. — Considérons un prisme ou cylindre, maintenu par 
une extrémité AB et dont l'autre extrémité CD est soumise à une trac- 
lion Q uniformément répartie sur sa surface iî. Soient Oz l'axe de la 
pièce ou le lieu des centres de gravité de ses sections droites; Ox, Ov 
deux axes rectangulaires compris dans le plan AB. 

On a, pour la surface latérale, 

/? r^ o, 7 = 90^, /3 = 90° — a,, 
d'où 

I/îj^cosa -^ pjcysinu = o, 
Pyje cosa -f- pyj sina = o, 
Pgjc cosa 4- p^ySma = o, 
et pour la base CD, 

(^'1) Pzu: = o, Pzy = o, /?„ = — ^. 

Nous allons chercher à satisfaire à toutes les conditions du problème 
en supposant, sauf justification ultérieure, que dans toute la masse 
on a 

(C) PjCX == o, Pyy = o, Pj.y = o, p,^ = o, P^y = O, /?„ = — ^' 

valeurs qui vérifient les équations (B), (A'), (A'J dont nous n'avons 
plus maintenant à nous occuper. En nous reportant aux n^ 11 et 12, 
nous voyons que les deux premières équations (C) correspondent aux 
suivantes : 

Q du dv div r> %, %. ^ 

^^ + ^ + 7/T=35.+ o,+ J, = o. 

.j dv' du d\v o % N N 

^7ry-^d:i^in = ^^r + h + K = o; 
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<roii 

du X I d%\- I ^ 

— = O, = — V -r7 = — T (^i. 



n 

r/i* X I div I V 

<; "" '^^ — "" 4 "^ "" "~ 4 *' 

Il résulte déjà, de là, que le prisme éprouve une contraction latérale 
égale au \ de la dilatation longitudinale, résultat que Cagniard-I-^itour 
a confirmé par Texpérience. 

I^ sixième des formules ; ('. ; donne 

d\)ii, en vertu des relations D , 

ainsi donc la dilatation longitudinale est constante ; si L est la longueur 
des prismes à Téfat naturel, / rallongement qu'il a éprouvé sous l'ac- 
tion de la traction Q, nous aurons 

(I) • Q = !^"r 

Donc Teffort de traction est proportionnel à la section du prisme 
et à son allongement proportionnel. I^ coefficient spécifique de pro- 
portionnalité, que nous représenterons par E et que Ton déduit de 
Texpérience, a reçu le nom de coefficient d'élasUcité. Nous avons 
ainsi 

avec la relation 

Nous avons enfin à satisfaire aux troisième, quatrième et cinquième 
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(les équations (C; : on a 

du di' iUv iiu <Ai~ </%• 

ar dur ajc liz t/» tiz 

Si nous supposons que iv est indépendant de x et ^^\ a de r et v. r de 
;: et x, ces conditions seront satisfaites et, en notis n^>ortint aux for- 
mules (D) et [E\ nous aurons 



II' 





o 


u 




IO/.V! 


V 




lOAll - 



Remarque. — Quoique ce qui précède suppose que la traction est 
uniformément répartie sur la base, il n'y a pas lieu de s^arréter à cetle 
restriction ; car, d'après l'expérience, les effets de la traction deviennent 
indépendants du mode de distribution des forces exiérieures à une 
très petite distance de leurs points d'application; de sorte que Téqua- 
tion (G) s'applique au cas d'un prisme vertical dont on néglige le» 
poids, dont une extrémité est rendue fixe, et qui est soumis à l'ac- 
tion d'une charge Q accrochée^ à son autre extrémité. 

Îi2. Compression. — Si l'effort extérieur change de sens ou devient 
une compression, tout ce que nous venons d'exposer reçoit encore son 
application; la seule différence est que Ton a ici une contraction lon- 
gitudinale et une dilatation latérale égale an quart de et tte contraction. 



§ V. — De la torsion des prismes. 

23. Considérons un corps prismatique ou cylindrique, censé ver- 
tical pour fixrr les idées, maintenu par son extrémité supérieure et 
dans le plan de \\\ base duquel on fait intervenir des forces contiuut^ 
assujetties à la seule condition de se réduire à un couple pour qu'elles 
ne produisent pas de flexion. 
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Soient O le point fixe de Taxe Oz de la pièce; Oj?, Oy deux droites 
rectangulaires comprises dans le plan horizontal du point O. 

Suivant M. de Saint- Venant, dont nous suivrons à très peu près 
l'analyse, la torsion est définie par un déplacement rotatoire de 
chaque section droite dans son plan (en négligeant d'abord la défor- 
mation de celte section), proportionnel à la distance z de la secûon 
au plan ocOy. 

Nous pouvons donc poser pour le point (^,y, s), et en désignant 
par ô une constante, 

u = Oyz, v= — Oxz, 

2i. Conditions relatives à la surface latérale. — Nous avons y = 90", 

^ = go" — a, et, en exprimant que la pression sur la surface latérale 

est nulle, 

Pjcj; cos a H- fjcy sin a = o, 

Pyj.coscc -hpyy sin« = o, 

yo-^cosa -\-pzy sin a = o. 

Les deux premières de ces conditions seront satisfaites si nous ad* 
mettons, sous la réserve de justifications ultérieures, que Ton a dans 
toute la masse 

2) Pxx=o, 



i) 



Pyy = « 



4) Pxy = o, 



Soit 



. r: 



5) /{œ,y) = o 

l'équation du périmètre de la section droite ; comme nous avons pour 
ce périmètre 

il 

dy . djT 

-7- = — cota = 771 

dx (if 
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la troisième des conditions ci<dessus se réduit à 

25. CondUion relative à la hase, — Cetle condition sera remplie si, 
pour toutes les sections, on a 

(7-) Pzz=o, 

ce que nous supposerons encore sous toutes réserves. 

26. Équations de Véquilibre intérieur, — Si nous admettons qu'en 
un point quelconque de la pièce on ait 

(9) 'i? = o, 

les équations de Téquilibre intérieur, eu égard aux formules (2;, î !1 
et (4), se réduisent à la suivante : 

27. Déductions de l'hypothèse de la nullité de la pression sur un élé- 
ment quelconque perpendiculaire à chacun des trois axes coordonnés. — 
Des équations (2), (3) et (7) on déduit 

di> div .» du 

dy dz dx ' 

du div q dv 

dx dz dy ' 



d'où 



du dv rj div 

dx dy dz ' 

du dv 



(7) rf:. = »- 
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Les deux premières de ces conditions étant satisfaites par les va- 
leurs (i), il n'y a plus lieu de nous en occuper, et il en est de même 
(les formules (2) et (3). 

28. Dernières conditions. — L'équation (4), qui^ revient à la sui- 
vante, 

du dv 

^ dx ' 

étant également vérifiée par les valeurs (i), doit être mise aussi de 
coté. 

Nous avons maintenant 

r \ \ / \ / 

( ' * j ^1 

i . (dv div\ . /. d^v\ 

\P^y = -^[Tz^drr)=\^^^7iT} 

I^n substituant ces valeurs dans Téquation (10), on trouve 

29. Résumé des formules. — On voit, par ce qui précède, que lo 
problème de la torsion d'un prisme se ramène à la considération des 
formules suivantes : 

(7') 
(12) 



(II) 







dw 
dz 


0, 




d^w 


dUv 






dx* 


dy* - 


= 0, 


{"^ 


zx -■ ■ 


-\(Qy 


-^ dx} 


u 


=.v 


lUx- 


div\ 
dy)' 




/( 


^^y)- 


0, 


dM>\ 

dy) 


dx 


-{-^-*-B) 



(6) [ey-^ 

les deux dernières étant relatives au périmètre. 
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Soit d(ù un élément de la base du prisme ayant pour coordonnées 
vF, y; pour que les forces de torsion se réduisent à un couple, comme 
nous l'avons admis dés le début, il faut que Ton ait 



ou 



(.3) 



SPzx d^ = o, Spzydu> -- o 



rdw j rdw , 



conditions auxquelles on devra encore satisfaire. 

Supposons que le problème soit résolu ou que Ton ait obtenu «' 
en fonction de x et y, et désignons par u\i le moment de torsion 
Çp^yXdtù — Jpzxyd(>i, qui est censé donné; nous aurons, eu égard aux 
formules (i i), pour déterminer 6, la relation 



(■4) 



3IL 



= .[«/(..+ y')rf„+/(*^^-*.)rf„]. 



I^a remarque que nous avons faite à la fin du n** 21 reçoit encore 
ici son application, c'est-à-dire que les formules que nous venons d'é- 
tablir sont encore exactes lors même que la torsion, au lieu d'être 
produite par des forces Pzx^^^ Pzy^^* uniformément réparties sur la 
base. Test par un couple situé dans le plan de cette base, caries effets 
de la torsion deviennent indépendants du mode de distribution des 
forces extérieures à une très petite distance de leurs points d'appli- 
cation ctiie dépendent en définitive que du moment de torsion. 

30. Torsion du cylindre elliptique. — Soient Ox, Oy les directions 
des axes principaux 2a, 2b du profil elliptique; 



(«) 



a:' 



^{^>y) = -^ + 



I 



o 



Féquation de ce profil. 
La formule (6) devient 



■» 



(^r^ë)^«- 



-^^-^'!^)^y='>' 
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el sera évidemment vérifiée d'une manière f;énérale i>ar une valeur j 
de w proporlionnelle à xy. On trouve ainsi 



(=) 



et. comme cette valeur satisfait aux formules (7') et (la), on voita 
qu'elle donne la solution du problème. 

Avant d'aller plus loin, nous ferons remarquer que, d'après la for-l 
mule (c), les sections droites d'un c}dindre circulaire restent planei 
après la déformation, mais que, dans le cas de l'ellipse, cliacune decesl 
seclions devient un segment d'un [laraboloîde hyperbolique. On voit! 
également que, dans deux angles droits adjacents tléterminés par leftf 
axes, il se produit une saillie et un creux. 

Les formules (11) deviennent 



{•I) 



valeurs qui satisfont bien aux conditions i;i3), car il est visible quel 
les/)aj.rfci>, pzjd'ji forment deux, à deux des couples. 

Enûn on déduit facilement des formules (rf), eu égard aux valeui-ïV 
connues des moments principaux d'inertie de l'ellipse, 

OIL = 7lX5 -^ — -t: ■ 

Les maxima des valeurs absolues de ^^j.,/)-, correspondant respei 
tivement ày = 6 et à j: = a, on voit que la plus grande valeur de lal 
composante de glissement est développée aux sommets du petit axe dej 
chaque section, qui sont ainsi les points dangereux, résultat complète-T 
ment opposé à celui que l'on déduit de la résistance des, matériaux. 



32. Torsion du prisme rectangle. — Nous désignerons par la et ^ 
les côtés de la section du prisme parallèles à Ox et 0>'. 
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En nous reportant à la condition (6), et remarquant que 

pour les faces perpendiculaires à Ox et 

pour les deux autres faces, et enfin ayant égard aux valeurs (i i), nous 
avons 

l ^ — h 6j = o, 'pour a? = =t a, quel que soit y entre 6 et —- b, 

(A) ' " 

I -^ — $07 = 0, pour j = zt 6, quel que soit x entre a et — a. 

Si nous posons 

(B) ' w = — ^yx -\-w\ 
ces conditions deviennent 

— = o, pour x = ±:a, 

-^ = 2 6x pour j = dz c^, 
et Téquation (12) 

. ,v d^w' d}w' _ 

^ ^ ' dx^ dy^ 

En désignant par q un nombre quelconque et par A une constante 
arbitraire, cette dernière équation est satisfaite par 

Pour que cette valeur satisfasse à la,première des conditions (A'), il 
faut que l'on ait cos^a = o, ce qui exige que q soit un multiple im- 
pair de -• Si donc i désigne un nombre entier quelconque compris 

entre zéro et l'infini, l'équation (12') et la première des conditions (A) 
seront satisfaites par 
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l*o) tant cotle valeur dans la seconde des conditions (6), on trouve 
.. = .A.,„(.-.0|[.'"^'-=.e-(-»-]si,.(,-.l),î. 

Si nous multiplions cette équation par sin ^t -f- -JTi-dx, et si nous 

intégrons ensuite entre les limites j? = o et a- — a, tous les termes 
autres que celui qui renferme A214.1 s'annuleront et nous aurons pour 
déterminer ce coefficient 

(l^j A2i^, =—,—r\-' 



Nous avons donc 

(E) w = 0] - yx + 1 X^i^Xe" '^ ' - e ^ '^ «Jsin(i + -j«-j, 
puis 



'^''' = 61- 



\ dy 
et enfin, d'.iprès les formules (11), 

La pression /?,j change seulement de signe quand on y remplace v 
par —y; il en est de même de p^y quand on y remplace x par — x. 
On voit ainsi que les pressions élémentaires Pzx^^^ Pzyd(ù forment 
respectivement des couples, condition qu'il était utile de vérifier. 

Pour obtenir le moment de torsion, nous ferons dtù = dxdy dans la 

formule (i4)> après y avoir remplacé -j- > ^ par leurs valeurs (G), puis 
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nous intégrerons entre les limites x =zt a^ y =^± b; nous obtendrions 



ainsi 

DM 






ou, en remplaçant A 2/^1 par sa valeur (D), 










Nous allons examiner maintenant deux cas particuliers. 

1" Cas d'un prisme d'une épaisseur très petite, — Si a est suffisam- 
ment petit par rapport à b, les exponentielles négalives peuvent être 
négligées, et l'on a 

ou, à très peu près, 

2° Cas d'un prisme à base carrée. — Nous avons dans ce cas b = a, 
et en remplaçant dans la formule (E) Aj,-^, par sa valeur (D)', on 
trouve 

En formant un tableau des valeurs de -r pour des valeurs de — » - 

croissant de ^ à ^, M. de Saint- Venant a reconnu que w est luil 
pour X =yy et, comme on a aussi w = o pour a: =: o et y = o, on re- 
connaît que la surface de la section droite déformée présente une suc- 
cession de creux et de saillies, qu'un creux est séparé des deux saillies 
adjacentes par un axe et une diagonale. 

M. de Saint-Venant a obtenu pour le moment de torsion 

ait = 2 , 249233Xa^ 6 = 0,843462 lô |a*. 
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Or, |a* est le moment rrinerlie de la section par rapport à son centre; 
on voit ainsi que, pour faire cadrer la théorie mathématique de l'élas- 
ticité avec celle de la résistance des matériaux, il faut multiplier le 
moment de torsion par 0,84. 

M. de Saint-Venant a trouvé aussi que le maximum de pj.^ ^^fyz ^^ 
correspond pas aux sommets du carré, comme on l'admet ordinaire- 
ment, mais bien aux milieux de ses côtés. 



§ VI. — De la flexion des prismes. 

52. L'axe d'un prisme ou cylindre sera, pour nous, le lieu géomé- 
trique des centres de gravité de ses sections droites. 

Considérons {Jig- G) un prisme qui, à l'état naturel, est encastré 
horizontalement à l'une de ses extrémités O; désignons par 

Qx son axe; 

Oy la verticale du point O; 

.O5 la perpendiculaire au plan xOy qui est censé être un plan de sy- 
métrie ; 

Fig. 6. 



(» G 



G' 

/' 

/ 
/ 



a et fi la longueur et la section de la pièce ; 

I le moment d'inertie de la section Ci par rapport à une parallèle G5' à 
Oz menée par son centre de gravité G. 

Sous l'action de forces verticales uniformément réparties sur sa base 
libre, le prisme fléchira, son axe restera dans le plan xQyoX prendra 
la forme d'une courbe OA tangente en O à Ox. Soit Pla résultante des 
forces extérieures. 



et 
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33. Çondilions relatives^ à la surface latérale. — Nous avons ici 

a = 90°, y = 90^ — /5 



(A). pj^yrcos^ -f-/>^-sinjS = o, 

( Py.y COS^ -h Py.^S\n^ = O, 

( p^ycos^ -+-pzz si"/5 = o. 



(«) 



Les conditions [a) seront satisfaites si dans la masse on a 

(1) Pyy=0, pzz=0, 

(«') Prz=o, 

comme nous le supposerons dans ce qui suit, sauf à établir ultérieure- 
ment les conditions qu'il faut remplir pour qu'il en soit ainsi. 

Les équations de l'équilibre intérieur se réduisent alors aux sui- 
vantes : 

Les équations (1) se réduisent aux suivantes . 

5^ 4- 3 5^ -h J- = o, 

0^ H- . 5 -h 3 c^^ = O ; 
(1 ou 



- _ 2£ 

z — f 

4 



(3) ^,= 8 

et 

(/| ) ;,,, = - X( J, + c?, + 3 o\) ---. - l )^ 




Nous n'avons plus ainsi à nous occuper des équations (i ; 
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34. Hypothèses. — Pour chercher à faire cadrer la théorie mathé- 
matique de l'élasticité avec la théorie de la résistance des matériaux. 

Nous poserons 

5^ = Ao4-A,j, 

en désignant par Aq une constante et par A, une fonction de a?. 

(iOnsidérons maintenant la portion du prisme comprise entre son 
extrémité A et un point G' de OA ou G de Ox, et 'soit GV la parallèle 
en G' à Oz. 

Nous avons d'abord 



/ Pxxd(à = 2 ^ / ^xd(M> = o, 



d'où Ao = o; il suit de là que l'axe du prisme n'a pas éprouvé de dila- 
tation ou que sa longueur n'a pas varié; c'est pourquoi on le désigne 
souvent sous le nom d'axe neutre. 

En prenant les moments par rapport à G'z\ on a 



ou 



-j Pxxyd(3i -f- P(a -x)=o 



-lk,\=-V[a-x) 



2 



et enfin 



. 2 V{a — x) 

"^^ ~ ~ 5 Xï 



..V ^ du 2P(a — x) 

En désignant par/( j, z) une fonction arbitraire de j et s, cette der- 
nière équation donne 

(fi) " = - fi [I {^ - ? V^ -^f^y^ ^)] ■ 

On en déduit également 
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or l'équation ( 2') revient à la suivante : 

' ' dxdy dx^ 

Le second terme de cette équation représente la courbure - d'une 

file quelconque de molécules primitivement parallèles à Oa?, au point 
correspondant à l'abscisse a, et par conséquent la courbure de OA en 
G'. En se rappelant que ^ = |E, l'équation (5') revient à la formule 
connue 

de la théorie de la résistance des matériaux. 

La double équation (3), en ayant égard à la valeur (5), donne 



[c) 



d'où 



dv P , . 

dw Vf . 

dz ioaI ^ '^^ 



en désignant par <p(a?, :;), ^{x^y) deux fonctions arbitraires. Mais, eu 
raison de la symétrie, w doit seulement changer de signe avec z^ de 
sorte que la formule (rf') se réduit à la suivante : 

(7) ^ = ^[^^^^-'')y^' 



La relation (T) donne 



dv div 
dz dy 
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et, en substituant dans cette équation les valeurs (rf) et (7), 

dz I O A I ^ ' ' 

d'où 

en introduisant une nouvelle fonction arbitraire x(^)- 
La formule [d) devient ainsi 

(/3) ^=nL^ ^o -^x(^)J- 

La relation (a), qui est l'équivalente de l'équation (2'), donne, en 

* 

y substituant les valeurs (6) et (/3), 

d^y(x) 2, . 

d'où, en représentant par A et ^ deux constantes. 



L'équation (^) devient ainsi 

di' 

mais, pour 0? = o, y = o, z = o, on doit avoir ç^ = o, ^ =0, d'après 

le mode d'encastrement, ce qui exige que h et k soient nuls. 
Il nous reste donc 

L'équation (2") ou 

d^ w d^ u 

c/x* dx dz 

est satisfaite par les valeurs'(G) et (7). 
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Ainsi donc, jusqu'à présent, les équations (r), (i'), (2'), (2") sont sa- 
tisfaites, et, en récapitulant, nous avons 

(6) « = - fl[l(«- fV-^+/(^'^)]' 

W ♦'=Iï[^ 'i^ -^ si"' "3)^.1' 

(7) "^=l^Tl('*~'^)->'^' 

(9) PrT=°' Pzz = o, Pyz=o, -^=0, -^ = 0, 

5 P 

(10) p,^ = --^L^^^-[a-x)y, 

I s -.(du dv\ Vfdf Y*— s* 

(11) p^^ = -li^^ + ^j=-^(^J.+^—- 

< , ^/^« dw\ V (df ï \ 

(12) p,^=- X(^^ +-J = -i^J.^+ -yzj. 

Nous remarquerons que/(^, z) doit être une fonction paire de z 
pour que /?^^ change de signe avec 2, et que la condition /^^-^e/M^ = o 
est satisfaite. En portant les valeurs (10), (1 1), (12) dans l'équation (2), 
on trouve # 

dV à}f 4 

équation dont l'intégrale générale est 

(i3) /(j.^)=-^7' + F(y + t3)-t-F,(j-,-2). 



I représentant le symbole y^— i et F, F^ deux fonctions arbitraires. 
Les équations (i i) et (12) deviennent, par suite, 

/"=-KS + ë) = ?j'K+.=)-F;(r-<.)+ir.]i. 

Or /?^^ doit seulement changer de signe quand y remplace z par — z. 
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à — 2 pour que j ne devienne pas infini pour s = o. Si 2/w désigne ce 
nombre pair, nous aurons 



(.9) ■ y = ±^Cf' 



2/n-H2 _, ( ^^^ '^ ) ^2 



4» 



en substituant à K sa valeur 



K= 2/w — 7 



20 ( 3 -h 2 m ) 



En ayant égard à cette valeur, ainsi qu'à la relation (18), il est facile 
de voir que la condition (17) peut se mettre sous la forme 

(20) 51(4 -h3m) = r(/w — ï), 

et, comme m ne peut pas être inférieur à — i, il faut qu'il soit supé- 
rieur à l'unité et même à deux imités, pour que (19) ne représente pas 
deux droites. Comme j s'annule avec z, on voit que le point O sera un 
point multiple pair pour le profil, ce qui n'est pas physiquement réa- 
lisable. Il est clair que j s'annulera en outre pour 



2 — m 



5 Cm 
On reconnaîtra sans peine que Ton a 



)' 



m 



î 



1 

Jo \ :}m J 



et la condition (20) se réduit à 






X "' (c.-^-^^)[5C(4-f-3/n).-4-.'^«].'rfz=o, 



I 
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équation qui, si Ton pouvait la résoudre, ferait connaître C lorsque 
Ton se done m> a. 
Supposons maintenant que -^ soit une constante que nous représen- 

terons par — ? l'équation (i6) devient 

rf2^(9j^ — 2^-4- 9A) — 22^ dy^ ^^ o. 
Posant 

il vient 

d{^[^u — v)— 2vdu^= o, 

équation homogène que Ton intégrera en posant u = a^. 

On trouve ainsi, en désignant par C une constante arbitraire, 

7 
ou 

-^ 7 

Pour que le profil soit symétrique, il faut que C et A soient nuls; 
mais alors il se réduit à deux droites, ce qui est inadmissible. 



VII. — Des vibrations des prismes et cylindres. 

55. Considérons un prisme ou cylindre, censé vertical pour fixer les 
idées, et qui ne soit soumis à l'action d'aucune force extérieure; soient 

Oz son axe de figure ou le lieu géométrique des centres de gravité de 
ses sections droites; 

AB la section en O où un encastrement est censé avoir lieu; 

CD la section terminale du prisme, 

/ sa longueur ; 

Ox, Oy deux axes rectangulaires situés dans la section d'encastre- 
ment AB. 
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56. Vibrations longitudinales. — Supposons que le prisme, à la 
suite d'une friction longitudinale répartie d'une manière quelconque 
sur sa paroi latérale, soit abandonné à lui-même; il exécutera une série 
d'oscillations longitudinales, et, en s'appuyant sur l'expérience, on est 
conduit à supposer w =: o, t' = o, mais sous toutes réserves. 

Nous avons ainsi 



I) 



/ 



* div ^ div 

% 

Kn posant 

9 1 - — k^ 

il est facile de reconnaître que les équations de l'équilibre intérieur 
<*n ne tenant compte que de l'inertie se réduisent aux deux suivantes : 

dsv dw 



, dx dz ^ dy dz ' 

(3) ^ 

i d^W 7 2 /q^*"' ^*^ d}\\\ 9 

\ ~d^ -'^ V "^ "^ Z^ "^ 'df) 

Il est visible, d'après les deux premières des équations (3), que w se 
composera de deux termes, l'un fonction de / et de js seulement, l'au- 
tre de /, x^ y sans z. Nous laisserons de côté ce second terme, parce 
qu'il n'a rapport qu'à un cas particulier d'un problème plus général 
que nous chercherons à résoudre dans l'article suivant. 

Ainsi donc nous supposerons que w est indépendant de co et de y. 

La seconde des équations (3) devient alors 

-*^ 'W ^^'^ 'd^ 

et est satisfaite par 

;.)) SrV =^ kcos-^{z 4- y)cosq{t -h t), 

en désignant par A, 9, 7, t quatre constantes. 
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Mais, pour la base, on doit avoir 

Pzz = O, Pz:r = O, Pzy = O 

OU, en vertu des formules (i), 

--- = O pour Z := l^ 
az * 

ce qui exige que, en désignant par i un nombre entier. 



Nous avons donc, au lieu de Téquation (5), la suivante : 

w = Acosi;r-7 — ' cos-7 — —it -h t . 

Si p' est la pression que Ton doit exercer sur la surface pour que les 

choses se passent comme nous l'avons supposé, il faut que Ton 

ait 

P[v = Px:c cos a, p\. = pyy si 11 « 

ou, d'après les deux premières formules (1), 

d\v 



p'=-\ 



dz 



pression qui est normale, mais qui ne peut être ni nulle ni constante, 
quelle que soit la forme du périmètre du prisme. 

I^a solution que nous venons de donner, quoique due à nos plus 
grands géomètres de ce siècle, nous paraît donc insuffisante. 

37. Vibrations transversales. — Conservons les notations qui précè- 
dent, en admettant que le mode de vibrations soit le résultat d'un choc 
latéral, mais supposons maintenant w^ = o, p^^^ = o, d'où 



/ V du dv 

^ dx dy 
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Les équations (i8') du n** 16 se réduisent, eu égard à la précé- 
dente, à 

i cP u cPu d (du dv\ 

(2) 



\ d}\^ d^v d /du dv\ 

¥ dt^ ~ ds^ ~ djô \dy "' dx) 



Si, en désignant par or une fonction de a?, j, z, nous posons 

/ o \ d^ d^ 

(^) " = 57' ♦' = -^' 

réquation (i) sera vérifiée et les équations (2) se réduiront à la sui 
vante : 

/^v i d^<s d^<s d^<j d^<s 

^^^ 1^ d^ ~"dûd^ "^ dy^ '^ dh^' 

I-es composantes tangentielles 

_ ^(du dv\ _ ./^(T c^(j\ 
^ fdu d\v\ ^ d'fs 

^ fdv d\v\ ^ 

Py^=-^^[d-z'^dJ') = ^ 



d' 



ff 



dy dz 



doivent être nulles sur la surface latérale; on satisfera à cette condi- 
tion si Ton admet que dans l'intérieur de la masse : 1° la fonction a est 
indépendante de z ; 2^ que 

^^^ dy^^dx^-^^' 

L'équation (4) se réduit alors à la suivante : 

<f*<ï d^9 I d^fs 

dx^'^ dy^^TJ^ W 
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qui est satisfaite par 

(6) G = Acos-^ (a7-h e) cos-^(r4-Tr))cos9(/ -f- t), 

ksji k\/2 

en désignant par A, e, ij, t quatre constantes. 
Il vient 



puis 

Pxx= ^-n- sin 7^ (^ + sin -^(y -f- y?) cos9r(/ -h t), 

( ) <^^^:=^x^sin^(a7 4-e)sin^(7-f-y?)cosy(/4-T), 

Pzz = O. 

Les conditions relatives à la surface latérale se réduisent à 



Py = Pyr^^^^^ 
p =± — |p^sin-^(a7-he)sin ^^ ^^ ^cosy(/4-T). 



d'où 



Cette pression sera normale, mais ne sera généralement pas nulle, 
comme on devrait l'exiger. Elle le sera cependant dans le cas d'un 
prisme à base carrée dont le côté serait 2a, à la condition que l'on ait 

£ ^ o, rj = o 
et 

ITT A: 1/2 
q= 3^, 

en désignant par i un nombre entier. On peut déduire de là des consé- 
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quences plus ou moins intéressantes auxquelles nous ne croyons pas 
cependant devoir nous arrêter. 

VIII. — Des membranes élastiques. 

38. Généralités. — Considérons un solide homogène, limité, d'une 
part, par deux portions de surfaces parallèles, auxquelles nous donne- 
rons le nom Ae faces, et de Tautre par une surface conoïde ou contour 
suivant laquelle le solide pourra être maintenu s'il y a lieu. En admet- 
tant que la distance e des deux faces soit aussi petite que l'on voudra, 
le solide dont il s'agit sera pour nous une membrane élastique. 

Dans ce qui suit, nous supposerons que les deux faces ne sont sou- 
mises à aucune pression, mais que les molécules de la membrane sont 
soumises à l'action de forces extérieures proportionnelles à leurs 
masses, en y comprenant l'inertie quand il y aura lieu de la faire 
intervenir. 

Comme les deux faces sont très voisines Tune de l'autre, nous pour- 
rons admettre sans erreur sensible qu'elles restent parallèles après la 
déformation et que leur distance n'a pas varié. 

Soient /, w, n les cosinus des angles a, |3, y, que forme, avec les trois 
axes, la normale au point [xy j, z) de l'une des faces déformée ou non 
selon la nature du problème que l'on a en vue de résoudre. 

Les conditions relatives aux deux faces, sur lesquelles, comme nous 
l'avons dit, il ne s'exerce aucune pression, seront satisfaites si nous 
admettons, sauf justification ultérieure, que nous ayons dans toute la 
masse 

Ipjix -H W^y -^ ^Pjfz = ^' 

(l) < ip^.^ -h mpyy 4- npy,, = O, 

( Ipzx -^ i^^zy + ^PzL = o. 

Considérons maintenant un élément de volume de la membrane dé- 
terminé par un prisme parallèle à Oz ayant pour base clx dy. Si l'on 
remarque que l'épaisseur de la membrane estimée parallèlement à Os 

est -> et si l'on applique à l'élément considéré, pour exprimer les con- 
ditions d'équilibre, la même méthode que pour le parallélépipède élé- 
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mentaire, on trouve, sans difficulté, les équations suivantes : 



n 



(2) {_J^ _, ^ =D-, 

n 



dp" 


dPy^ 


n 


n 




\ 


dx 


' dy 


^Prr 


^Pxy 


II 


n 

1 , 


dy 


dx 


^P.z 


dP^-- 


n 


n 


* 


H r- 



du dy n 

Si Ton porte dans la dernière de ces équations les valeurs de /?^j, 
Pyz déduites des deux premières des équations (i), on obtient le ré- 
sultat 

j n n pxx d^ dm 

dx dx n dx ^^ dx 



Pyy ^ Py 



d'-^ d 



X 



n 1 ni dm dl -^ Z 

~^'~dj' "T7r P^ydy'~'Py^^dJ''^^n' 

mais, en ayant égard aux deux premières des équations (2), on recon- 
naît sans peine que le résultat ci-dessus se réduit au suivant : 

/r»\ dl dm (dm dl\ -r^/r» /v ^r\ 

(3) />«,7x+''rrrfp+/'-/(zB + rf^j + D(Z + /X-i-/»Y) = o, 

équation que l'on peut substituer à Tune des deux premières équa- 
tions (i) ou à la dernière des équations (2). 

Si entre les équations (i) on élimine p^^^^^ py^y on arrive à la sui- 
vante : 

(4) P""^!? ^^'P'^ "^ '^^fpxy H- ^""Pu)' 



Dans la plupart des cas, on pourra substituer si l, m^ n leurs valeurs 
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déduites de l'équation 

(5) f{x,y,z) = o 

de Tune des faces, lorsque la membrane est à Tétat naturel, savoir 

dl dl dl 

(6) 1 dx dv dz 

ff ff d 

en posant 



(6') a=y/ 



(ij7- é//* t/5* 



Dans tout ce qui suit, nous ne nous occuperons que des membranes 
primitivement planes. 

39. De V équilibre d* élasticité d'une membrane plane. — Si nous 
prenons Tune des faces, à l'état naturel, pour plan des xy, et si 
nous négligeons les effets de la déformation, nous aurons / = o, m = o, 
n = I , et les équations (i), (3) et (4) nous donneront 

• 
(7) PxZ=Oy Pyz = 0, />„ = 0(*), Z = 0. 

On voit ainsi que la membrane ne peut se trouver en équilibre que si 
les forces qui sollicitent ses molécules sont parallèles aux deux faces. 
La troisième des équations (2) étant satisfaite, il nous suffit de con- 
sidérer les deux autres qui deviennent 

. dx dv ' 

(8) \ ^ 

dy dx 

Les trois premières des équations (7) nous donnent, en faisant inter- 



(*) La condition /?--z=o exige que Tellipsoïde des pressions se réduise à une 
ellipse; de sorte que, dans la membrane, une pression principale est nulle. 
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venir les déplacements élastiques, 



, X du div dv div du dv *> dw 

En ayant égard à la troisième de ces relations, on voit que 



^ /o 'du dv dsv\ 2 X / , 

/>„ = - X (3 ^ + ^ + ^ j = - -3- (^4 



du 
dx 




/ V J \ [ '^ dv du d\v\ 2X/, dv du\ 

(10) p,,. = _ X (^3 ^ + ^ + ^ j = - -3 (^4 ,7^ -H ^) 



^ /du di'\ 
P^=-'^\d}'^dI')' 



et les équations (8) deviennent 



r^d'u ^ d^v .yd^u Q ^ Y 

dx* dxdy dy- X ' 

^ ' c^d'-v . d}u o^t'_oI>Y 

°5^ '^^d^^y'^^dx^ -^X ^- 

40. De la répartition des efforts élastiques dans une membrane plane 
également tendue dans tous les sens, — Supposons que la membrane ne 
soit sollicitée par aucune force extérieure, ou que X = o, Y = o, mais 
que, par suite d*une disposition spéciale, on lui fasse subir une tension 
normale uniforme t sur tout son contour. Soit 9 Tangle que forme la 
normale au point [x, y) du contour avec Ox; en remarquant que t 
doit être considéré comme une pression négative, nous avons, en invo- 
quant le théorème des composantes normales réciproques, ^ 



— TCOS9 = PxorCOSÇ H- p:cy Smç?, 

— T SinÇ) = Pyy COS9 -h PjcyCOSf] 



d'où 



2m _i_ r% n cîn m nr\cfn _l_ n cin'^ 



(12) — T = p^^cos^'cp -h 2p^sin(pcos(p ■+- pyySin^ff 
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Ainsi, nous aurons à satisfaire aux équations 



; dp 



XX 



dx 

dy 



dp 



yx 



dy 



= o, 






2 X A du 



dv 



dx dy 



(A) 



du 
5F 



2 X / , dv 
d\v 



du\ 

dbcy 



dv dw 

dz dy ' 



du 

\ di 



dv o d\v 
dy dz 



= o 



et à la condition (12). 

Si la membrane est circulaire et si Ton place l'origine des coordon- 
nées à son centre, on a évidemment pj^y = o ; la condition (12) est sa- 
tisfaite par les valeurs 

Px.r — Pry ' — ~> 

qui satisfont également aux deux premières des équations (A). 
J^s deux suivantes le sont aussi par 

10 X 10 X '^ 

et le déplacement en chaque point est aussi dirigé suivant le rayon, 
comm^ cela était visible a priori. 

Ixîs cinquième et sixième des équations (A) exigent que w soit indé- 
pendant dea?et j; enfin la dernière donne 



('^) 



I 1 

5 X 



Ce dernier résultat parait paradoxal au premier abord, car il semble 
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que w doit être nul sur le contour. Mais il faut remarquer que le 
mode d'encastrement latéral n'est pas absolument fixe sur toute 
l'épaisseur de la membrane. Considérons, par exemple, le cas simple 
du tambour de basque; w doit être considéré comme nul sur la face 
adjacente à la monture; mais on a le sentiment que la tension doit 
avoir pour effet de faire éprouver une diminution à l'épaisseur de la 
peau. D'après la formule (i 3), la réduction relative de cette épaisseur 
est 

I T T 

en nous rappelant que E représente le coefficient d'élasticité. 

41. Vibrations transversales d'une membrane plane. — Il y a lieu 
dans cette question de tenir compte de la déformation de la mem- 
brane, censée réduite à l'état d'une surface élastique; ce' qui veut dire 
que /, m doivent être considérés comme des quantités du premier ordre, 
et que l'on a tz = i, en négligeant les termes du second ordre. 

Nous supposerons que u =^ o^ ç = o et que w est indépendant de z ; 

de plus, que X = o, Y = o, Z = — -^ • 

On voit sans difficulté que p^j^ = o, p^y. = o, /?„ = o, p^^ = o, et 
ensuite que 

Les deux premières des équations (2) sont satisfaites, et les équa- 
tions (3) le sont aussi. Il ne nous reste donc que la troisième des 
équations (2) qui devient 

(i3) 



dji'^ dy^ X dt^ k^ dt' ' 

cette équation est satisfaite par 



;i4) w = kn,^ç\nm[x -h /) sin/i( V -h >}) ^mkyjm^ -f- ri^[t 4- t), 

en désignant par /w, w, A,^,;,, x» ^ ^^^ constantes arbitraires. On ob- 
tiendra une solution plus générale de l'équation (i3) en prenant pour 

48 
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%v la somme des valeurs que l'on obtient, en donnant dans l'expres- 
sion ( 1 4 ) toutes les valeurs possibles aux constantes arbitraii-es, soit 



(,5) 



- lA,„^„s\nm[x -+- x)sinn(j + fl) sini\/m 



Si ia membrane est encastrée suivant son contour dont l'équation en 
.r, y est censée donnée, on devra avoir 

(,6) »■ = ,. 

pour ce contour. Soieniy(a;, y),_/',(x, ^) les va leurs initiales de iv et -^ - 
qui sont aussi des données de la question ; nous devons avoir 



('7) 



i /{iv, y) = 2\,„„s'mm{x H- x)sinn(y-t- vj) sinX- v'm* + n^' 

{ /,(x, v) — 2Ay/m* H- n' s\nm[a: -i- yjsinn'y -4- i;) cos/- y'"'' ■+- "^•• 

Les valeurs des constantes se délermineront au moyen des conditions 

(i6)et(i7). 

-i2. Cas d'une membrane rectangulaire. — Nous prendrons le centime 
de la membrane pour origine des coordonnéeset les axes Oj", Oy res- 
pectivement parallèles aux deux couples de côtés aa et ai, 

L'équation (i3) et la condition (i6) i-elative an contour seront 
satisfaites par 



('«) 



(!•= > sui SI 



f X (M,/COSTr*i/-; -h 'j-J + N, isinnit/^ -î- tî/ 1. 



en désignant par /. i' deux nombres entiers quelconques, par M,' ;■, N^y 
deux constantes arbitraires. 

Les conditions relalives à l'état initial seront exprimées par 



(>o) 



j/(:r,^)=2M,,,si„is:,i„^, 
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Si Ton multiplie ces deux équations par sin -^ siii — ^'-- dxdy, et que 

Ton effectue ensuite Tintégration entre les limites a; = o, o:^ — a, j = o, 
y = 6, on reconnaît, sans difficulté, que Ton a 

1 ^'•'' ^ ^ j[ ^'"X •^^^' -^^ ^'" « *'" ^ '''^ ''^'' 

(20) < / y.<I /.A • v_ 

N,;' — ^,:^_ - i dx 1 f, (x, y) sin — -■ sin — i^ ctr rfv, 

« 

et le problème se Jtrouve ainsi complètement résolu. 

Cas de ta membrane carrée, en supposant nulle la vitesse initiale, — 
Nous avons ivi 

a= b, f,[x, y) ^ o, N,^ == o 
et, par suite, 

(il) w =^ \ M/,^sm — sin -7— ces — \Jr ~\- i^t. 

^ ' ^ '• a b a ^ 

Supposons que, en désignant par v un nombre entier quelconque, 
on puisse trouver des valeurs entières de i, i' satisfaisant à Téquation 
indéterminée 



/ N ,-2 , .va __ ^'^' 



I 22) l^ 4-1 ' ~ -. 



k^ 



I/ensemble des termes de la série (21) se rapportant à la valeur v 
correspondra à un même son, et Téquation générale des lignes no- 
dales, donnée j)ar w = o, quel que soit /, sera 

( 23 1 2^ M,/ SHl -- SHl --- = o, 

le signe 2 se rapportant ici uniquement à la somme des termes pour 
lesquels l'équation (22) est satisfaite. 
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IX. 



Des cylindres cinccLAiitES. 



43, Équilibre d'èlasticilc d'une enveloppe cylindrique soumise à l'ac- 
tion d'une pression normale conslanle sur sa sur/ace intérieure et d'une 
pression semblable sur sa surface extérieure. — Soient r,,, r, le ravon in- 
térieur et le rayon extérieur de l'enveloppe; Po. Pi la pression inté- 
rieure et la pression extérieure, la première étant censée supérieure à 
la seconde, et de lelle manière que 



l'o 



]>Pr?,. 



Nous supposerons que l'enveloppe est terminée par des fonds plats 
ou courbes, ajustés de mimiére que toute section annulaire éprouve 
une traction uniforme F parallèle à l'axe, ce qui établit la relation 



d'où 

(0 






Dans les circonstances ai:tuelles, on a évidemment V = o, et U et W 
sont indépendants de fi. Nous admettrons, sauf justilication ultérieure, 
que U ne dépend que de r et W et z. Comme on a ici R = o, T = o, 
Z = o, les formules (26) et {^o) du n° 18 se réduisent aux sui- 
vantes : 



{') 





. dV u rfVV 
dr r dz 


ip,', 


-K^s^-^-s^: 


]pl, 


=->(^7-s?-^ 


ip„ 


--'■(^s^-^-^; 


P'I 


= 0, p„ = 0, p,t = 0. 



La seconde des équations (17) du n" 9 est satisfaite d'elle-même. 
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La troisième se réduit à 



dz 

OU 



= O 



dz' 
et enfin à 



= o 



(4) w = Cz, 

en désignant par C une constante et plaçant l*origine au milieu de 
Taxe. La première des équations (17) du numéro précité devient 

f^Prr ^ Prr — Prt __, ^ 

dr r 

ou 

dr^ '^ r dr r^ "" ^' 

« 

équation homogène dont l'intégrale est 

(5) U=Ar+?, 

en désignant par A et B deux nouvelles constantes. 

En portant les valeurs (4) et (5) dans les équations (2) et (3), on 
trouve 

(2') . A = 2A4-C, 

(3') ;/^fr = -À^4A-+-^4-c), 

Ptt= — X(3C-f- 2A). 

Pzt = 0> Pzr = O, Ptr — O. 

Mais on doit avoir p^^^zV^ pour r = Tq, p^/z=p^ pour r=r^^ et 



348 THÉORIE MATHÉMATIQUE DE L ÉLASTICITÉ. 

7?,^ = — F; on a ainsi les relations 

fK 2B P, 



3C-i-2A= ^ 



_ P,rî-PorJ. 



d'où Ton déduit 



r* r* 

' 1 ' 



n _ rîr;(P„-P,) 
''- 2X(/-î-r;) ' 



et l'on voit que Tenveloppe est uniformément dilatée dans toute son 
étendue. 

La seconde des formules (3') donne enfin 

.^^ „ _ Porî-PJrî . RVÎ(Po-P,) 



d'où résulte que la section méridienne éprouve une traction variable 
dont le maximum a lieu vers la paroi intérieure ou pour r= R©. 

Si nous égalons ce maximum à l'effort élastique Y que l'on ne doit 
pas faire dépasser à la nature, soit pour ne pas atteindre l'élasticité, 
soit pour obtenir une sécurité convenable, on trouve la relation 



'7) T^-sfrl 



p« 



2P-P0 I iv-p, 

r + p„ 



'' \r- 



comme, dans les applications, le rapport -^ — p^ est généralement très 
petit, on peut prendre simplement 
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d'où, en désignant par e l'épaisseur r, — ro, 

/•o(Po-P) 



e = 



r 



ce qui est précisément la formule à laquelle conduit la théorie de la 
résistance des matériaux. 

44. Virole serrée à chaud sur une autre virole ou sur un cylindre, — 
1° Considérons d'abord le cas de deux viroles; soient, à l'état na- 
turel, Tq, r'o les rayons intérieurs et r<, r^ les rayons extérieurs de la 
grande et delà petite virole; N l'action mutuelle par unité de surface 
des deux viroles après le serrage. 

A cela prés, conservons les notations qui précèdent. 

Les formules (4), (5) et (3') sont applicables à l'une et a l'autre 
virole, en y supposant p^^ = o. 

En ce qui concerne la virole extérieure, on a /?;.^ = o pour r=^r^, 
p^^ z= N pour r = To; d'où 

A — — ~ * ^ 



\rl r\ 



h='--^ 



^l 



Vl r]) 



C=5 



N 



' ('•o' ri) 



Ir 



et pour la valeur Uj de U à la surface intérieure, 

(7) U.= -— ~— ~(^.-5P| 



ri' r]) 



Pour obtenir la valeur D', de U à la surface extérieure de la petite 
virole, il suffira évidemment de changer dans la formule précédente r, 
en r'o et r» en r, , ce qui donne 

N /S /•',' 



(7') ^ = 



^ '■'■''(/•'.' /•:,' 



5 /-'o* 



3>o THÉORIE MATHFMATÏQDE DE L ELASTICITE. 

La condition pour que les viroles soient adaptées l'une sur l'autre 
e5t oxprimée par 

ot Ton a tous les éléments voulus pour déterminer N, par suite, les 
iH>mposantes pte dans les deux viroles. 

Si Ton se donne la valeur maximum de ces composantes, on aura 
une équation qui permettra de déterminer r© — r, en fonction de 
r^^ r'o et de r© ou r^ , et, par suite, la température minimum à laquelle 
on doit porter la virole extérieure pour qu'elle puisse s'ajuster sur 
l'autre. 

v.^ Dans le cas d'un cylindre intérieur, il faut que B = o pour 
que prr et /?,,ne deviennent pas infinis pour r = o; ces deux pressions 
sont alors constantes et égales à N, et l'on trouve 



A — — — - 
lo X 



et 



En substituant les expressions (7) et (7*") dans la formule (8), le pro- 
blème se trouvera complètement résolu. 

45. Vibrations tournantes d* un cylindre circulaire. — - Reportons-nous 
nux équations du n** 18 et supposons que, après avoir fait subir au 
cylindre une torsion, on l'abandonne ensuite à lui-même : il exécutera 
une série d'oscillations tournantes. 

Cherchons d'abord à satisfaire aux équations ( 28 ), en posant U = o, 

V =r r(7, W == o et représentant par a une fonction de Z et de t. 

La formule (26) donne 

A = o; 
nous avons d'ailleurs 

= — 2(7, R = o,. T = --^=-r^, W=o. 
La première et la troisième des équations (28) sont satisfaites. 
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La seconde se réduit à 



'f 



or 



Les formules ( 27) donnent 

Prr = O, Ptf = O, p^g = O, p^r = O, Prt = O, 

et enfin 

On voit déjà que la pression sur la surface latérale est nulle. 

Si la base est libre, on satisfera à l'équation (a) et à la condition que 
p^f soit nul sur cette base en prenant 

» l ^ *f t TZ fi 

G = A/ COS —j- COS —7- /, 

/ étant la longueur du prisme, i un nombre entier quelconque et A, une 
constante. 
On a ainsi 

V. 17: z tiz/c 

= A,r COS -y- COS — T- / 



vt, plus généralement, 



V = > A,rcos-y-cos— .— /. 



§ X. — Des SPHERES. 

• 
46. Équilibre d'élasticité d'une enveloppe sphérique^soumise à V action 

d' une pression normale constante sur sa surface intérieure et d'une pres- 
sion semblable sur la surface extérieure. — Soient 

Tq, Ti le rayon intérieur cl le rayon extérieur de Tenveloppe ; 
Po, P, la pression intérieure et la pression extérieure, la première 
étant censée supérieure à la seconde. 

49 
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Nous nous reporterons au n® 19 et en supposant R= o, M = o, 
T= o. Il est évident que les déplacements moléculaires produits 
ps^r les pressions sont dirigés suivant les rayons et qu'ils ont la même 
valeur pour tous les points d'une sphère concentrique comprise 
entre celles qui limitent la couche; ce qui revient à supposer V == o, 
W = o et à considérer U comme étant uniquement fonction de r. 

Les équations (34) 6t (35) du n** 19 nous donnent alors 

dU 2U .1 dr^V 

= ;,.. = x(A^ii^), 

\ Prm = O, Prt = O, p„,t = O. 

La seconde et la troisième des équations (19) du n° 10 sont satis- 
faites, et il ne reste que la première, qui se réduit à la suivante : 

(a) ^-^j{Prr''Pmm) = 0', 

d'où, en vertu des valeurs (i), 



mm 



di l 


^ d^ 
d^V 2r 

\ dr^ ' dr 




d\ 

•7- = o. 

dr 



et enfin 



Ainsi donc la dilatation cubique est constante; en la désignant 



3A - 

par -^ y nous aurons 



I dr^U 3A 



7^ lïT ■" T" 
et, en représentant par B une autre constante, 

TT Ar B 
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*J^ seconde et la troisième des équations (i) donnent, par suite, 
(^^ ■ .B 

Pmm=Ptt= 5A -h — 

Nous avons maintenant, pour déterminer les constantes A et B, les 
relations 



d'où 



(4) 



p.= 


5A- 


4B 

'1' 


p.= 


5A- 


4B 

' 


A = - 


P.rJ- 


- p. r\ 


5(rî 


-ri)' 



p_ (Po-Pt)rîr; 



Si nous supposons que Ton ait 

P r' ^ P r^ 

les coefficients A et B seront négatifs et la plus grande valeur de la 
tractioti — p„un développée dans la masse correspondra à r= To- Si 
nous désignons par T la valeur de ce maximum, censée donnée, égale 
au plus à celle de l'effort au delà de laquelle la matière tendi*ait à se» 
désagréger, nous aurons 

2(Por;--P^r?)4-(Po-Pt)rî . 
2(rî~r5) 

on déduit de là 



rl-l' 2(rVPo;J 



p p 

Comme généralement, dans les applications, -jr — jt ^^t une petite frac 
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tion, on peut réduire cette formule à la suivante : 

d'où, en désignant par e l'épaisseur r, — /"„, 

soit la moitié de l'épaisseur obtenue au n® 43 pour une enveloppe 
cylindrique. 

47. Équilibre d'une croûte planétaire. — Nous supposerons que la 
croûte est sphérique, que son épaisseur est uniforme, qu'elle est sou- 
mise à l'action 4ie la gravité et de deux pressions constantes respecti- 
vement extérieure et intérieure. 

Soient 

Ti, To les rayons extérieur et intérieur de la croûte; 

P,, Po les pressions extérieure et intérieure auxquelles elle est soumise; 

g l'accélération de la gravité à sa surface. 

Comme dans la question précédente, nous aurons V= o, W = o; 
U ne dépendra que de r. Des équations (3/|) et (35) du u? 19, on dé- 
duit, comme ci-dessus : 

d{] aU I dr-l] 

A = -7- H = — _- — , 

ar r /*' ar 



(0 



On a d'ailleurs 






Prm = O» Prt= O» Pml = O 



R = -^, M = o, T = o. 



La seconde et la troisième des équations (19) du n" 10 sont satis- 
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faites; la première, la seule que nous ayons à considérer, se réduit à 

d'où 

ar r, 

et en désignant par A une constante arbitraire et par II le poids spéci- 
fique Dg de la matière, 

(2) A = -7r 



En vertu de la première des équations (1), la formule (2) donne 
successivement, en désignant par B une nouvelle constante arbitraire, 

2^ (h* U _ ___ Ujr^ 3A 
r'^ dr ôX/'i X ' 

^- IT/» Ar B 



3o X Tj X X r* 

La seconde des équations (i) donne, par suite, 

II Hr- , . 2B 

I^s constantes A et B se détermineront par les conditions suivantes : 

TV ii_,r7 ,. 2B 

47. Vibrations radiales d'une enveloppe sphérique. — Considérons 
une enveloppe sphérique soustraite à l'action de toute force extérieure, 
et supposons qu'à un instant quelconque, que nous prendrons pour 
origine du temps, ses molécules vibrent suivant les rayons, et que ces 
vibrations ne dépendent que de la distance au centre. Cherchons à 
voir si ce mode de vibrations pourra se perpétuer indéfiniment. 
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Dans les formules du n® 19, nous devrons supposer V = o, W = o, 
M = o, T = o et 

m 

Nous devrons admettre que U et A sont indépendants de 6 et ^. 
La deuxième et la troisième des équations (37) du numéro précité 
sont satisfaites, T^a première, eu égard à la formule (34)» donne 
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en posant, pour abréger, 

(2) 

Soient 

q un nombre quelconque, 
£ une constante arbitraire; 
X une fonction de r. 

En substituant dans l'équation (1) l'expression 

U = Xcos(5r/-f-6), 

(fl-F.)'' = °- 

Les constantes introduites par l'intégration de cette équation de- 
vront satisfaire aux conditions /?^^=: o,/>^;„= o, /?^f= o, pour les 
rayons intérieur r© et extérieur r, de l'enveloppe. Mais, d'après les 
équations (35) du n® 19, la seconde et la troisième de ces conditions 
se trouvent vérifiées d'elles-mêmes et la première revient à la suivante : 

(^) ^'dF'^^T'^^ pour r=:ro etr = r,. 



on trouve 
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Si répais&eur ^ = r, — r^ est sufifisaminent petite, I équatiou (4 ; se ré- 
duit af^^roximativennent à la suivante : 






que Ton sait intégrer. 
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NOTE 



SUR L'ÉQUILIBHE INTÉRIEUR DES SEMI-FLUÏDES. 



On désigne généralement sous le nom de semi-fluides un système 
matériel formé de la juxtaposition de corps solides, dont les di- 
mensions moyennes sont petites et ne varient des unes aux autres 
qu'entre des limites relativement restreintes ; le sable de rivière est 
le type des semi-fluides. 

Lorsqu'un pareil système sera en équilibre, il ne tendra à se dé- 
placer que si, en un certain nombre de points de contact de ses élé- 
ments, les actions mutuelles tangentielles atteignent la valeur du frot- 
tement de glissement. On peut admettre que le coefficient de ce 
frottement a sensiblement la même valeur d'un point à l'autre de la 
masse. 

S'il s'agit d'un volume semi-fluide considérable, on peut le supposer 
divisé en parties telles que, tout en renfermant un nombre notable de 
corpuscules, leurs dimensions soient relativement assez petites pour 
que Ton puisse en négliger les secondes puissances; de sorte que l'on 
est ramené, en ce qui concerne la recherche des conditions d'équi- 
libre, à substituer au semi-fluide une masse continue ayant pour den- 
sité sa densité apparente moyenne; on supposera ensuite que la com- 
posante tangentielle de la pression sur un élément plan atteint son 
maximum lorsqu'elle est égale au frottement de glissement. 

Nous ne considérerons que le cas d'un semi-fluide soumis à l'ac- 
tion de la pesanteur. 

Si la masse est complètement libre, c'est-à-dire si elle ne s'appuie 
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in aucun point coiilre un obstacle, il faut, poiir qu'elle soit eu é<|ui- 
iibiv, que le pliin tangent en un point quelconque de la surface fasse 
iivec l'iiurizou lui angle moindre que l'angle de frotLemeut : celte in- 
elinaisou limite définît ce que l'on appelle le talus naturel d'un semi- 
fluide, c'est-à-dire ht pente qu'il prend à la suite d'un éboulement. 

Une terre quelconque peut être considérée comme un semî-duide 
dont les vides, entre les corpuscules, sont reftiplis par une matière très 
divisée qui donne à la masse une certaine cohésion, lorsque cette 
masse ne vient pas d'être fraîchement remuée. 

Quand il s'agit de calculer l'épaisseur que doit avoir un mur de soii- 
lènemenl, pour résister â la poussée d'une terre, il y a avantage, au 
point de vue de la sécurité, à faire abstraction de celle cohésion, parce 
iiu'on trouve alors des épaisseurs supérieures à celles qui correspon- 
dent au degré de stabilité que l'on a en vue d'obtenir, 

Nous sommes ainsi conduit à considérer un sable ou une terre 
comme une masse continue qui, lorsque son équilibre n'est pas na- 
turel ou qu'il n'existe que par la présence de corps extérieurs tels 
qu'un mur, est en équilibre instable; de sorte que, si l'on considère 
tous les éléments supei'fîcîels passant par un point quelconque de la 
■nasse, le maximum de l'angle formé par la pression sur un élément 
avec sa normale doit être égal à l'angle de frottement. 

Nous désignerons respectivement para et x' les angles de frottement 
d'un serai-fluide sur lui-ménic el contre le mur. 

Considérons maintenant une masse de terre de forme prismatique à 
arêtes horizontales, d'ime longueur assez grande pour qu'on puisse la 
considérer comme indéhnie, soulenue par un mur. L'équilibre devant, 
d'après ce que l'on a dit plus haut, être regardé comme instable, la 
masse tend à se déplacer suivant des surfaces cylindriques à généra- 
trices horizontales, pour chacun des éléments desquelles le rapport 
<le la com|H)saiile tangentielle à la composante normale de la pression 
est égal à la tangente de l'angle de frottement; au contact du mur, le 
l'apport semblable aura également une valeur spéciale qui sera, < 
général, peu difTéreiite de la précédente. 

Nous ferons abstraction des pressions dans les plans perpendîcu- i 
laires aux arêtes des prismes, ce qui nous ramène à considérer sim- 
plement une section faite par l'un de ces plans. 
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Soient 

O.r, O V deux axes reetangulaires tracés dans le plan d'une section, 
en prenant pour origine la trace de l'intersection du parement inté- 
rieur du mur et du talus ; 
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i rinclinaison de Ox sur Thorizontale OII égale à celle de la verticale OV 

sur Oy; 
Il le poids de l'unité de volume. 

En exprimant qu'un rectangle élémentaire, dont les côtés sont pa- 
rallèles à Ox, Oy^ est en équilibre, on obtient les équations 



\ du: T dy iismi, 



|î^ + ^^ncosi. 

Considérons maintenant un triangle rectangle élémentaire, dont les 
cotés de l'angle droit sont parallèles à Ox, Oy, et dont l'hypoténuse 
fait l'angle avec ce dernier côté; soient N, T les composantes nor- 
male et tangentielle de la pression sur l'hypoténuse. En exprimant que 
les forces qui sollicitent le triangle se font équilibre, en projection sur 
les directions de N et T, on trouve 



N = [Pj^xCosO -h Pyx sinO) cosô -+- [p^y sinô -f-/;^^ cosÔ)sin5, 
T = ipyy sinO -^PuryCosO) cosô — {pj^xCOsi -h p,.y sin5) sin6 
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OU 

Pour trouver les directions des pressions principales, il faut supposer 
T = o, ce qui donne 

(3) tang20. = --i^. 

On appelle ligne isostatique une ligne telle, que la pression sur 
chacun de ses éléments est normale à cet élément. Une pareille ligne 
est définie par 

tango, = - ^ 

OU 

^ _^i^ ( Pxx-Pyy \ _ I ^ (j 
dx^ dx\ p^y ) 

et Ton voit que, en chaque point de la masse, il passe deux courbes 
isostatiques normales entre elles et tangentes aux directions des pressions 
principales au même point. 
Si nous posons 



tanex = - = — iPxx—Pyy) sin2e h- 2/?;,^ cos2e ^ 

S N Pxx-+-Pyy-^{Pxx — Pyy)<^OS2^'\-2pjpyS'in2^^ 



il vient 



(1 ) i/h-x-^Pyr) «i"^ ■+■ iPcx—Pjr) sin( 2g 4- x) - 2/?^^. cos ( 2 9 -h x ) = o. 

Poiu* exprimer que X est maximum ou minimum, il faut différentier 
crlle écpiation en y supposant^ = o, ce qui donne 

Or tioUM avons admis que le maximum de la valeur absolue du rap- 
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T . , 

port j^ doit être égal à tanga; on devra donc supposer 

X == a ou /=:—«, 

selon le sens de T, et nous aurons 

(5) tang(2e±«)=-/?££^. 

L'équation (4) devient, en y faisant x=d= a, puis éliminant au 
moyen de la formule (5), 

(6) {p^^-p^Y-^^pl^-{p^^.^p^.^)^sm^ci = o. 

On appelle lignes de glissement celles pour chaque élément desquelles 
la composante tangentielle de la pression est égale au frottement de 
glissement. On obtiendra leur équation différentielle en supposant 

tang£/=-^ 

dans la formule (5). Comme à chacun des signes de a correspondent 
deux valeurs de Q qui diffèrent enlre elles de 90**, on voit que, en 
chaque point de la masse, il passe deux systèmes orthogonaux de 
hgnes de glissement. Si Ton désigne par 0., la valeur de Q correspon- 
dant à Tune des lignes de glissement, les équations (3) et (j) donnent 

■ 

tang(292=^a) =— cot2Ô, = tang(25, -4- 90*") ou tang(2 5, -+- 270^), 

d'où 

$2— /5, = /p«±: - ou l35«it:-, 



pour les angles sous lesquels se coupent les lignes de glissement de 
Tun et de l'autre système avec les lignes isostatiques. On voit ainsi que 
les lignes de glissement forment deux groupes composés chacun de 
deux lignes appartenant respectivement à l'un et l'autre système. Les 



Mi\ ^Quitmas iMTÈaifiva des semi-flvhdfs. 

ligut^îi iriui groupe forment» avw Tune dt^ bis:4eclrîces des angles des 
tli«mètiH^!i|nMnci|Vinx de IVUipse des pressions, el de part et d'autre de 
eette biîîîiectriee» de« angles èganx à la moitié de Fangle de frottement; 
p«r «uite» dans tonte la niasse, les cowrhe$ isasiaiiques ci les courbes fie 
^Imt^mcHê s^ iNM^m ^som^t mu ait^e comsiami. 

r.omme rê^|nalion ^^î^ a été établie sans^fair^ aucune hypothèse sur 
le elu>i\ de^ axes o^xPaf\io»>nêt^* elle subsiste encone lorsque Ton sup- 
p^^"" ^niU siMU |\Araile)es aux dii^eciioas de^ pr^tsssîoits priDcîpale:> : 
m;ns alot^ \^ a ^^^ ^ o et par suite 



le iNA|^Hvr^ ^^ ^es |>vvï$:>k)ifts prMcifuJies e^ dkMftr consfiaffit. on ^wc*^€^ 
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k ct^Mti; iWi«^ i»Mii;iiiKr litî r, ». i^ ietmt riutiî^rîtie ie Te^uatiun ^ux 
vbt|&.'tvuti<Ui^ portit^Utîs «ibù^uue eu rîubslitumjt et*?»- v;iieur^ iiaus^ la 
tii>t'UèiiI:t? : itiais.oHtïî ti^tuariuo, qui «ît du -îeoiud'iniretit'iu !î^ 
kt^tx% <5>i: txs^ c^/oipli^ut:** p%>ur qticiu puuïtee !sufc^!er i riutfîiyT^r- 

V>uaiit ;iiiJk c^iii%iitiuu:s r^iahves ;uu^ lioute^Ss eUes^ >>iuùeudrr>ut ^ti 
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t;u^alàt JUIIS4 Otb^'actiim Je la pre<»^ou Atni02»pherît{tn^^ o?^ pu i^^tent i 
vvusiUijrvr X i>xiiui«î l'ev^iSv sur c^tte pre^^^u» d'une prcswuu nte- 

ncutv iioi'uuàlii: \* y\u^. pour tuu^^ leî^p%iuits^ du luiur. ^ c^ -tsti l u 
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équation qui fera cotmailre Tangle V. On a aussi 



rang27, = : y 



C05 1 — n 



et les lignes isostatiques de chaque système sont droites et paral- 
lèles. 

I..es lignes de glissement sont également droiteset leurs inclinaisons S 
sur Oy sont données par 

taii£(2$ ±a) = ^-r—- 

^ ^ sini 

Dans tous les autres cas, les lignes de glissement ne seront pas droites, 
comme on le suppose a priori, dans la théorie ordinaire de la poussée 
des terres. 

Os différentes considérations sont dues à M. Maurice I^vv. 
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